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Introduccion

El presente libro contiene el material de Algebra, de un curso de un
semestre, para estudiantes de la carrera de Matematicas o Educacién.

El plan de la obra consiste en dar una exposicion de las tres estruc-
turas algebraicas fundamentales, como son: los grupos, los anillos y los
cuerpos, mediante el estudio de sus propiedades mas resaltantes con
suficientes ejemplos.

Cada capitulo contiene una buena cantidad de ejercicios, los cuales
complementan la teoria y permiten tener un manejo préactico de los
conceptos y resultados obtenidos en el texto.

En los capitulos 1-4 se estudian los grupos, comenzando por las
definiciones bésicas del capitulo 1, en donde se obtiene el teorema de La-
grange, hasta el teorema de la Descomposicion para Grupos Abelianos
Finitos en el capitulo 4. Se ha incluido un capitulo especial para el
grupo de las Permutaciones, dada la importancia del mismo. En este
se demuestra la simplicidad del grupo Alternante A,,, para n > 5.

La teoria de anillos se estudia en los capitulos 5-7. Se definen los
anillos mas importantes del algebra conmutativa como son los comple-
jos, los polinomios y las matrices. También se estudian los enteros de
Gauss, como un ejemplo de anillo Euclideano. Dentro del capitulo ded-
icado a los polinomios, se destacan algunos hechos de la teoria clasica,
como el estudio de la factorizacién y el célculo de las raices, asi como
también aspectos mas modernos como lo es la condicién de Dominio de
Factorizacion Unica.

En el dltimo capitulo se estudian los cuerpos y sus propiedades méas
importantes. En particular se estudian las extensiones algebraicas de
los racionales.
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Capitulo

1

Los Numeros Enteros

1.1 Introduccidon

En este capitulo nos dedicaremos al estudio de los nimeros enteros
los cuales son el punto de partida de toda la teoria de ntimeros. Es-
tudiaremos una serie de propiedades basicas de este conjunto, que son
fundamentales para el posterior desarrollo de esta materia, como lo son
el algoritmo de la divisién y el teorema de la factorizacion tnica.

Advertimos al lector sobre la necesidad de estudiar cuidadosamente
el material expuesto en todas estas secciones de este capitulo, antes de
pasar a los siguientes.

El enfoque usado en estas notas consiste en exponer inicialmente las
propiedades basicas de los enteros, y a partir de éstas, ir deduciendo
propiedades més avanzadas, como proposiciones, teoremas,..etc. En
ningtin momento nos planteamos dar un tratamiento formal y riguroso
del tema de los ntmeros enteros, cosa que esta fuera del alcance de
este curso. Para un estudio completo acerca de la construccion de los
enteros a partir de los naturales, ver [?].

1.2 Definiciones Basicas

Supondremos que el lector esta familiarizado con la notacién de con-
junto y ademas maneja los conceptos de pertenencia, inclusién, unién
e interseccion.

Definicién 1.2.1 Sean A y B dos conjuntos, una funcién de A en

B, es una ley que asocia a cada elemento a de A, un unico elemento b
de B.
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Usamos la letra f para indicar la funcién, o bien el simbolo
f: A — B. El elemento b se llama la imagen de a bajo la funcién f,
y serd denotada por f(a).

Definicién 1.2.2 Sea f : A — B una funcion y E un subconjunto
de A, entonces la Imagen de E bajo f es el conjunto

f(E)={be B|b= f(c), para algin c en E}.
Es claro que f(FE) es un subconjunto de B.

Definicién 1.2.3 Sea f: A — B una funcion y G es un subconjunto
de B, la imagen inversa de G bajo f es el conjunto

[7H(G)={de A| f(d) € G}.

Definicién 1.2.4 Una funcion f: A — B se dice Inyectiva si para
todo b en B, f~1({b}) posee a lo sumo un elemento.

Observaciéon: Otra forma de definir la inyectividad de una funciéon es
la siguiente: Si cada vez que tengamos un par de elementos a y b en
A, entonces si estos elementos son diferentes, sus imagenes deben ser
diferentes.

Ejemplo: La funcién F' : IN :— IN, donde IN denota al conjunto de
los niimeros naturales, dada por F(n) = 2n, es inyectiva. ;Podria el
lector dar una demostracién de este hecho?

Definicién 1.2.5 Sea f : A — B una funcion. Diremos que f es
Sobreyectiva si f(A) = B.

Observacién: El conjunto imagen de A, se llama también el rango
de la funcién. Luego f es sobreyectiva si su rango es igual al conjunto
de llegada.

Ejemplo: La funcion del ejemplo anterior no es sobreyectiva j Porqué?

Ejemplo: Sea g : N — IN dada por g(n) = n + 1. Entonces esta
funcién tampoco es sobreyectiva. Sin embargo si denotamos por Z
al conjunto de los enteros y G : Z — Z, mediante G(z) = z + 1,
entonces G si es una funcién sobreyectiva.
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Definicién 1.2.6 Una funcion f: A — B se dice biyectiva si f es
myectiva y sobreyectiva.

Definicién 1.2.7 Sea A un conjunto cualquiera, una relaciéon en A,
es un subconjunto R del producto cartesiano A x A.

Si el par (a,b) estd en R, diremos que a esta relacionado con b,
y lo denotamos por a ~ b, 6 aRb.

Definicién 1.2.8 Una relacion R sobre A, se dice que es de equiva-
lencia, si satisface las tres condiciones

1. Reflexiva
a ~ a para todo a en A.

2. Simétrica
a ~ b implica b ~ a, para todos a y b en A.

3. Transitiva
Sta~byb~ c, entonces a ~ c, para todos a, b y c en A.

Para cada a en A, el conjunto
[a] ={be A|b~a}
se llama la clase de equivalencia de a.

Definicién 1.2.9 Una operacion binaria sobre un conjunto A, es
una funcion g: A x A — A.

La imagen del elemento (a,b) bajo la funcién g se denota por a * b.

Ejemplos de operaciones son la suma y producto de nimeros en-
teros. También se pueden definir operaciones en forma arbitraria. Por
ejemplo, si IN es el conjunto de niimeros naturales, podemos construir
la operacion

x : INXIN— IN
(a,b) — axb=ab+ 1.
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1.3 Propiedades de los Enteros

Nosotros supondremos que el lector esta familiarizado con el sistema
de los nimeros enteros ...—2,—1,0,1,2,3,..., el cual denotaremos por
Z , asi como también, con las propiedades bésicas de adicién y multi-
plicacién. Podemos dar algunas de estas propiedades como axiomas y
deducir otras, a partir de las primeras, como teoremas.

I) Axiomas de Suma

Existe una operacién binaria en Z, llamada la suma de enteros,
la cual sera denotada por + y satisface :

1.

Cerrada
Para a y b ntimeros enteros, a + b es un ntimero entero

Conmutativa
a+ b= b+ a, para todos a y b enteros .

Asociativa
(a+0b)+c=a+ (b+c), para todos a, b y ¢ enteros.

Elemento neutro
Existe un elemento en Z llamado el cero, el cual se denota por
0, y satisface:

O+a=a+0=a

para todo a entero.

Elemento opuesto
Para todo a en Z existe un elemento, llamado el opuesto de a, el
cual denotamos por —a, y que satisface:

a+(—a)=—-a+a=0

IT) Axiomas de Multiplicacién

Existe una operacién binaria en Z, llamada producto de niime-
ros enteros, la cual se denota por -, y satisface:
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1. Cerrada
Para a y b nimeros enteros, a - b es un nimero entero

2. Asociativa
Para a, b y c enteros

a-(b-c)=(a-b)-c

3. Conmutativa

Para a y b enteros
a-b=>b-a

4. Elemento neutro
Existe un entero, llamado el uno y denotado por 1, tal que para
todo entero a se tiene

IIT) Axioma de distributividad
Para a, b y ¢ enteros se cumple que

(a+b)-c=a-c+b-c
a-(b+c)=a-b+a-c

Antes de pasar a ver otros axiomas de los nimeros enteros, como
son los axiomas de orden, necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 1.3.1 Una relacion de orden en un conjunto A, es una
relacion R sobre A, con las siguientes propiedades:

1. Propiedad simétrica
Para todo a en A, se verifica aRa.

2. Propiedad Transitiva
Para a, b y c en A se verifica: Si aRb y bRc, entonces aRc

3. Propiedad antisimétrica
St aRb y bRa entonces a = b.
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Ejemplo: La relaciéon “Menor o igual que”, en el conjunto de los en-
teros, es ciertamente, una relacién de orden. Esto puede ser verificado
sin ninguna dificultad por el lector.

A continuacion daremos una forma, quizds un poco rigurosa, de
introducir esta relacion, usando la suma de enteros y la existencia de
un conjunto P. ( Conjunto de enteros positivos).

IV) Axiomas de Orden
Existe un conjunto de enteros, llamados enteros positivos, el cual
denotaremos por P,y que satisface:

1. Para todos a y ben P, a+ by a.bestan en P.
2. 1 estaen P.

3. Ley de tricotomia
Para todo entero a se tiene una y sélo una de las siguientes:

i) a estd en P, ii) —a estd en P, iii) a = 0.

Usando los axiomas de orden, se define la siguiente relacion en el
conjunto de los enteros:

Definicién 1.3.2 Sean a y b dos enteros, diremos que a es menor o
igual que b, y lo denotamos por a < b, si y solo si b — a es positivo o
cero.

Definicién 1.3.3 Sean a y b dos enteros, diremos que a es menor
que b, y lo denotamos por a < b si y solo sia <bya#b.

También diremos que: a es mayor o igual a b, y lo denotamos por
a > b si b es menor o igual que a.

Igualmente, diremos que a es mayor que b, y se denota por a > b,
si b es menor que a.

Observacion: El conjunto P de enteros positivos es igual al conjunto
de los nimeros naturales IN = {1,2,3,...}, como veremos a continua-
cion:
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Notemos en primer lugar que 1 estd en P (Axioma 2 de orden). Por
la primera parte del axioma 1, se sigue que 2 = 1 + 1, también estd en
P. De igual manera 3 = 2+ 1, esta en P, ... y asi sucesivamente. De
esta forma se concluye que el conjunto de los niimeros naturales estd en
P. jHabran otros elementos en P ademas de estos? La respuesta a esta
pregunta, la podremos obtener como una consecuencia del teorema del
minimo elemento.

1.4 Axioma del Elemento Minimo

Los axiomas estudiados hasta ahora no son suficientes para carac-
terizar el conjunto de los niimeros enteros, en el sentido de determinar,
sin ningun tipo de duda, todas y cada una de sus propiedades. A ma-
nera de ejemplo, la propiedad de infinitud de los enteros, no se puede
derivar de ninguno de los axiomas o propiedades antes vistas. De aqui
se concluye que es necesario incluir mas axiomas, si se quiere tener
un sistema completo, suficientemente bueno como para deducir, esta y
otras propiedades que caracterizan a los enteros.

Definicién 1.4.1 Sea A un conjunto no vacio de Z , entonces diremos
que un entero a es una cota superior para A, si se cumple:

n < a, para todon en A .

Definicién 1.4.2 Diremos que un conjunto A esti acotado supe-
riormente, si A posee una cota superior.

Definicién 1.4.3 Sea A un conjunto no vacio de Z. Un elemento a

del conjunto A se dice elemento maximal , si n < a para todo n en
A.

Observaciéon: La diferencia entre las definiciones 7?7 y 77 radica en lo
siguiente: Un conjunto A de enteros puede tener una cota superior a,
pero, posiblemente a no es un elemento del conjunto A, por tanto a no
es un elemento maximal.
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Definicién 1.4.4 Sea A un conjunto no vacio de Z . Un entero b se
llama cota inferior para el conjunto A, si se cumple:

b <z, para todo x en A

Definicién 1.4.5 Sea A un conjunto no vacio de Z. Un elemento a
de A se llama elemento minimal( o elemento minimo ), si satisface:

a <x, para todo v en A .

La misma observacién que hicimos para el elemento maximal, se
aplica al elemento minimal.

’Axioma del minimo elemento

Todo conjunto no vacio de niimeros enteros positivos, posee un ele-
mento minimal.

El axioma del minimo elemento, es equivalente a otro axioma, lla-
mado Principio de Induccion, el cual damos a continuacion:

’ Principio de Induccién

Sea P(n) una proposicién que depende de un entero positivo n, y
supongamos que:

1. P(1) es cierta.

2. Si P(k) es cierta, para un entero k, entonces P(k+ 1) también es
cierta.

Luego P(n) es cierta para todo entero positivo n.
A partir del principio de induccién es posible probar una gran can-
tidad de férmulas o identidades, que involucran un nimero positivo

n.

Ejemplo: Probar la férmula:
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1
1+2+3+...+n:”("2+) (1.1)

Demostracién:

A fin de utilizar el principio de induccién, haremos una proposicion
que depende de n, y la llamaremos P(n). Luego probaremos que esta
proposicién satisface las condiciones 1) y 2) del principio, con lo cual
se estard verificando para todo n. Por lo tanto hacemos:

P(n) = “la férmula (??) vale para todo n”.

Notemos en primer lugar, que P(1) se reduce a afirmar lo siguiente:

lo cual es evidentemente cierto.
Sea ahora, k un entero y supéngase que P(k) es cierto, esto es:

k(k+1)

1+24+34+...+k= 5

Partiendo de esta ecuacién, y sumando k£ 4+ 1 a ambos lados, se tiene

k(k + 1)

142434+, +k+(k+1)= 5

+(k+1)

Luego podemos sumar los dos términos en el lado derecho de la ecuacién
para obtener:

(k+1)(k+2)
2

14243+ +k+(k+1)=

Vemos entonces que esta tltima férmula es igual a (?7), con
n = k+ 1. Por lo tanto P(k + 1) es cierto, si se asume que P(k)
es cierto. Esto, unido a la veracidad de P(1), nos permite afirmar la
validez de P(n) para todo n.

)



10 Capitulo 1. Los Numeros Enteros

Ejemplo: Consideremos el tridngulo de Pascal:

donde todos los elementos situados sobre los lados oblicuos son iguales
a uno, y cada elemento interior es igual a la suma de los dos elementos
adyacentes sobre la fila anterior.

Podemos denotar por C(n,r) al elemento del tridngulo de Pascal
situado en la fila n y en la posicién r (dentro de esta fila).

Luego se tendra
C(0,0) =1

C(1,00=1, C(1,1)=1
C2,00=1, C2,1)=2, C(@2,2)=1

y asi sucesivamente.
En general se tiene la férmula

C(n,r)=Cn—1,r—1)4+C(n—1,r)

Este tipo de férmula, en donde un elemento se define en funcion
de los anteriores se llama férmula de recurrencia. La posibilidad
de definir elementos enteros mediante esta técnica de la recurrencia se
debe al principio de induccién, ver [?].

Existe otra forma de expresar los coeficientes del triangulo de Pascal,
explicitamente en funcién de n, la cual probaremos usando induccion.
Mas precisamente:
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Proposicién 1.4.1 Sin es un entero positivo, entonces se tiene

n!

Demostracion:

Denotaremos por P(n) la proposicién (??), y probaremos que P(n)
es cierta para todo n, usando el principio de induccién.

El primer paso de la induccién corresponde a n = 0, lo cual nos da:

0!

1=C0,0) = G—grar

siendo esto cierto, se tiene que P(0) es cierto.
Sea n un entero positivo cualquiera, y supongamos que la relacion
(??7) sea cierta. Luego debemos probar P(n + 1):

(n+1)!
(n+1—r)r!

Cn+1,r)= 0<r<n+1

Sea r entero positivo, 0 < r < n + 1. Luego usando la formula de
recurrencia para C'(n + 1,7) se obtiene:

Cin+1,r) = C(n,r)+C(n,r—1)

B n! N n!
 n=r)l! T (n—r+ D! (r—1)!
(r+1)!
n+1—=7)r!
Sir =0, se tiene:
(n+1)!
C 1,0)=1=
(n+1,0) (n+1—0) 0!
Sir =mn+1 se tiene:
(n+1)!

Cn+1l,n+1)=1=

(n+1)—(n+1)! (n+1)!



12 Capitulo 1. Los Numeros Enteros

Por lo tanto, hemos demostrado la veracidad de P(n + 1), a partir
de la veracidad de P(n) . Luego la férmula (??) es cierta para todo n.

)

Observacién: Los numeros C(n,r) son los coeficientes de la expansién
del binomio (z + y)™ y por ello se les llama coeficientes binomiales

Ejercicios

1) (Binomio de Newton) Sean x e y nimeros reales cualesquiera y sea
n un entero positivo. Probar

(z4+y)" = Zn: ( ! ) " y"

r=1

2) La sucesién de Fibonacci. La sucesién a,, definida por recurrencia
ap=0,a1=1...,a,41 = an+a,_1, se denomina sucesioén de Fibonacci.
Demostrar, usando induccién sobre n, que el término general de esta
sucesion viene dado por:

B0

Ay —

3) El Nimero de Oro:

El ntimero ¢ = (1+—2‘/5) que aparece en la sucesién de Fibonacci, se

llama el Nimero de Oro y posee propiedades muy interesantes. Este se
obtiene como el cociente de los lados del rectangulo de lados a y b, tal
que es proporcional al rectdngulo de lados b, a + b. Esto es

b a-+bd

a b

b
Probar que el radio — es igual a .
a
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4) Si a,, es el término enésimo de la sucesién de Fibonacci, probar

. Ap+1
lim

n—oo a’TL

5) Usando el principio de induccion, probar las férmulas

n(n+1)(2n+ 1)
6

2. 1434+54+7+...42n—1=n?

1. 1+224+3%+ .. . +n?=

3.1 4+2422423 4 4ol =9n_1

6) Probar

7) Probar

) () e () - ()

8) Probar que no existe un nimero entero x con la propiedad:
O0<z <l

Ayuda: Suponiendo que tal x exista, consideremos el conjunto de en-
teros positivos {z,x?,...}, el cual es distinto del vacio y no tiene ele-
mento minimal. Esto contradice el axioma del minimo elemento.

9) Usando el ejercicio anterior, probar que si n es un nimero entero
cualquiera, entonces no existe entero x con la propiedad:

n<r<n++l1

10) Probar el principio de induccién a partir del principio del minimo
elemento.
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11) Probar que el conjunto de los ntimeros enteros no estd acotado
superiormente.

12) Probar que en Z valen las dos leyes de cancelacién, es decir, para
todo a, by cen Z, con a # 0, se tiene

ab=ac=b=c
ba =ca = b=c
13) Probar que si a y b son dos enteros diferentes de cero, entonces
ab=0=a=0 6 b=0
14) Demuestre que no existe un entero a # 0, con la propiedad.

a+xr=ux,
para todo x entero.

15) Probar que toda funcién inyectiva f : A — A, donde A es conjunto
finito, es sobre.

16) Demuestre que cualquier elemento a € Z satisface:
i) a™.a" = a™t"
i) (a™)™ = a™™,
para todos m y n enteros.

17) Una particién en un conjunto A, es una familia de subconjuntos
{A;} de A, tales que.

Z) AiﬂAj 7£®, paraz’;«éj.

i) |J A=A

i>1

Probar que toda relacion de equivalencia en A determina una par-
ticion
18) Demuestre que cualquier conjunto de niimeros enteros acotado su-
periormente posee un maximo.

19) Demuestre que si a es un entero positivo y b es un entero negativo,
entonces ab es negativo.

20) Demuestre que si a y b son impares, entonces su producto es un
ndmero impar.
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1.5 Maximo Comun Divisor

En esta seccidén estudiaremos el famoso teorema de la division de los
nimeros enteros, y algunos resultados importantes que se derivan del
mismo.

Teorema 1.5.1 Sea a un entero positivo, y b un entero arbitrario. En-
tonces existen enteros p y q, unicos, tales que

b=qa+r, 0<r<a.

El entero q se llama el cociente y r se llama el resto

Demostracion:

Primero, probaremos que ¢ y r existen, y posteriormente, probare-
mos que ellos son tnicos.

En primer lugar, si b = 0, tomamos ¢ = r = 0.

Sea b distinto de cero y consideremos el conjunto

D = {b— ua | u es un entero}

Este conjunto contiene enteros positivos, pues si b > 0, basta tomar
u = 0.

Si por el contrario b < 0, hacer v = b, con lo cual b — ba > 0, y
b—baeD.

Por lo tanto el conjunto DT, de elementos no negativos de D es
diferente del vacio.

Por el axioma del minimo elemento, este conjunto posee un elemento
minimal r el cual pertenece a DV.

Asi pues, existe un entero ¢, tal que

r=>b-—qa,

o bien
b=qga+r, 0<r.

Si suponemos r > a, se tiene r —a > 0 y por lo tanto

b—ga—a=0b—(g+1)a>0.
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Esto es,
b—(q+1ae D"

b—(¢g+1)a<r,

lo cual contradice la minimalidad del elemento r. Luego se debe tener
r < a.

Unicidad:
Supongamos que existen otro par de enteros ¢’ y r’ los cuales satis-
facen
b=da+1r, 0<7 <a.

Probaremos que ¢ = ¢ , para lo cual supondremos que ¢ > q.
Luego se tiene

O0=b—b=(da+7r")—(qa+71)=(¢ —qa— (r—1"),
de donde se obtiene

d—q@a=r—7r">a
lo cual es una contradiccién, pues r—r’ < a. Similarmente si suponemos
g > ¢ llegamos a la misma contradiccién. Por lo tanto, se debe tener
qg=¢,y de esto se sigue r = 1’.

)

Definicién 1.5.1 Sea a un entero positivo, y b un entero cualquiera.
Diremos que a divide a b, y lo denotamos por a | b, si existe otro
entero ¢ tal que b = ac.

También se dice que b es divisible por a, o bien a es un divisor
de b. El concepto de divisibilidad es uno de los mas importantes en
toda la teoria de ntumeros. Uno de los problemas ain no resueltos,
consiste en hallar todos los divisores de un niimero cualquiera dado.

Algunas de las propiedades basicas de la divisibilidad, se exponen
en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.5.1 Sean a, b y ¢ enteros distintos de cero. Entonces
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Sia|byb|ec, entonces a | c.

Sia|byalc, entonces a | bx + cy, para todo par de enteros x e
Y.

Demostracion:
Ejercicio. '

Definicién 1.5.2 Sean a y b dos enteros positivos. Un entero positivo
d, se dice Maximo Comun Divisor entre a y b, si y solo si satisface

1.d|aydl|b

2. Si c es otro entero positivo con la condicion :

cla y c|b, entonces c|d.

El entero positivo d, se denota por d = (a,b). De acuerdo a la
definicién, se tiene que el Méaximo Comun Divisor d, es el mayor de los
divisores comunes de a y b.

Ejemplo: Hallar el Maximo Comun Divisor entre 12 y 18.
En primer lugar, buscamos por tanteo, todos los divisores comunes
de ambos nimeros

Divisores de 12 : 1, 2, 3, 4, 6 y 12.
Divisores de 18 : 1, 2, 3, 6, 9 y 18.

Es evidente que el mayor divisor comtun es 6, y por lo tanto con-
cluimos

(12,18) = 6.
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Existe un método practico para calcular el Maximo Comun Divisor
entre dos nimeros, el cual estda basado en el algoritmo de division. Este
método, llamado Método de Euclides para el M.C.D. consiste en
una serie de divisiones sucesivas y, el Maximo Comin Divisor se obtiene
como uno de los restos en el proceso de division. Ademads de dar una
forma constructiva de calcular el M.C.D., permite al mismo tiempo dar
una demostracién de la existencia de éste.

Teorema 1.5.2 Método de Euclides
Dados dos enteros positivos a y b, el Maximo Coman Divisor entre
ellos, d = (a,b), siempre existe.

Demostracion:
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que b > a > 0. Luego
por el teorema de division, existen enteros ¢; y ry tales que

b=qa+r, 0<r <a.

Si r; = 0, entonces b = ga y por lo tanto (b,a) = a, con lo cual
queda demostrado el teorema.

Si r # 0, podemos aplicar de nuevo el teorema de la division, para
obtener un par de enteros ¢, 1o tales que

a=qr+ry, 0<ry<mnm

Continuando de esta manera, se obtiene una sucesiéon de enteros
positivos decrecientes: r; > 79 > ... > 0. Es evidente que esta sucesion
es finita y por lo tanto existe n, tal que r, # 0y r,.1 = 0. Luego
existen enteros qi,qs, ... qni1,71,72, ...,y que cumplen las relaciones:
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aqiy + ry, O<T1<b

a = Triga+ry, 0<ry<nr

rn = Toq3+r3, 0<1r3<ry
Theo = Tn_1Qn+7Tn, 0<r,<Tn_1
'm—1 = Tn4n+1

Afirmamos que (a,b) = r,.

En primer lugar, notemos que de la ultima ecuacién se tiene que 7,
divide a r,,_; . Por lo tanto, 7, | (rp_1¢, +7x), es decir r,, divide a r,,_5.
Continuando de esta manera, llegamos finalmente, a que r, divide a
todos los demaés r; . En particular

Tn|T1 Yy rn|re, implica que 1, |7rige + 172

luego 7, | a.
Igualmente, usando r,, | a y r, | r1 se deduce r, | b.
Finalmente, si ¢ es un entero positivo que divide a a y a b, se tiene

C‘b_a(h?

o sea, ¢ | 1. Continuando de esta manera, se tiene que ¢ | r; para todo
iy por tanto ¢ | r,.

Con esto hemos demostrado las dos condiciones de la definicion de
Maéaximo Comun Divisor para r, y por lo tanto (a,b) = r,,.

)

Ejemplo: Podemos calcular el Maximo Comun Divisor entre 672 y 38,
usando el método anterior, para lo cual haremos las divisiones corres-
pondientes. Luego
672 =17-38+ 26
38=1-26412
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26=2-1242
12=6-2
El tdltimo resto diferente de cero es 2, luego (672,38) = 2.

En la demostracion del teorema anterior, obtuvimos las ecuaciones

rn = b—aq
Ty = a—Tig2

Tn—1 = Tn-3 — Tn—2qn-1
'n = Tpn—2 —Tph—-14n

Observamos que el Maximo Comtn Divisor entre a y b, dado por 7,
viene expresado en funciéon de r, o y r,_1. Ahora bien, en la penultima
ecuaciéon se puede reemplazar r,_; en funcién de r,_o y 7,_3. Conti-
nuando de esta forma, podemos ir sustituyendo los valores de r; en
funcién de los anteriores, hasta que tengamos r, en funcién de a y b.
Asi pues hemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 1.5.3 El Mdximo Comin Divisor entre dos enteros a y b, se
expresa como combinacion lineal de a y b. Es decir, existen enteros x
ey tales que

(a,b) = ax + by

Ejemplo: Podemos expresar el Maximo Comun Divisor entre 672 y
38 como combinacion lineal de ambos, para lo cual usamos las cuatro
ecuaciones del ejemplo anterior.

= 26—-2-12
= 26—2- (38— 26)
3.26—2-38

= 3-(672—-17-38)—2-38
= 3-672—-53-38

RN N NN
Il
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Una de las aplicaciones de mayor utilidad que ofrece el teorema de
la division, es la representacion de cualquier niimero mediante combi-
nacion lineal de potencias de 10.

Teorema 1.5.4 Si b es un entero positivo, entonces existen enteros
Unicos ro,r1,...,r, tales que

b=r,10" +r, 110" + ...+ 710 + 7o

con 0 < r; <10 para todo i.

Demostracién:

Usaremos induccion sobre b. Si b = 1 es cierto. Supongamos el
resultado cierto para todo entero menor que b, y probaremos la afir-
macién para b. Podemos dividir b entre 10 para obtener enteros tinicos
qy ro tales que

b=q-10+7y, 0<ry<10

Como ¢ es menor que b, aplicamos la hipdtesis de induccién a q.
Luego existen enteros unicos rq,79,...,7, , con 0 < r; < 10 , tales que

q:rn10"71+...+r210+7"1
Por lo tanto
b= (ri+r10+ ...+ 7,10"1)10 + 7o

:Tn10n+...+7°110+7’0

Es claro que todos los 7; son tnicos. Con esto termina la demostra-
cion.

)

Definicién 1.5.3 Dos enteros positivos a y b, se dicen primos rela-
tivos si el Mdximo Comain Divisor entre ellos es uno.
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Ejemplo: Los enteros 20 y 9 son primos relativos, pues (20,9) = 1.
Notese que 20 y 9 no son nimeros primos.

El siguiente resultado, que caracteriza las parejas de enteros primos
relativos, sera de mucha utilidad en el futuro:

Teorema 1.5.5 Dos enteros positivos a y b son primos relativos, si y
solo si existen enteros x ey tales que

ar+by =1

Demostracion:
Es claro que existen enteros x e y, tal que

ar +by =1

pues 1 es el Maximo Comun Divisor entre a y b.

Por otro lado, si suponemos ax + by = 1, para algunos enteros z e
y, podemos probar (a,b) = 1. En efecto, si ¢ es un divisor de a y b, se
tendra que c divide a ax + by, o sea ¢ divide a 1. Luego ¢ =1, y por lo
tanto el Maximo Comun Divisor entre a y b es 1.

)

Definicién 1.5.4 Sean a y b dos enteros positivos, el minimo comun
miuiltiplo entre a y b, es otro entero positivo c, el cual satisface:

l.alcyb]c
2. Si e es otro entero, tal que a | e y b | e, se tiene c | e.

De la definicion anterior se sigue que ¢ es el menor multiplo comin
entre a y b.
Usaremos la notacién :

[a,b] = minimo comtun multiplo entre a y b.

Proposiciéon 1.5.2 Sean a, b, y c¢ tres enteros positivos, tales que
(a,b) =1 ya|bc. Luego al|c.
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Demostracion:
Por el teorema anterior, existen enteros x e y tales que

ar +by =1
Multiplicando por ¢ tenemos
caxr +cby = ¢

Por hipétesis, sabemos que a | b, luego a | cby. También se tiene
a | cax, y por lo tanto concluimos

a | cax + cby

lo cual implica que a | c.

[ )

Para finalizar esta seccion, daremos una serie de propiedades fun-
damentales del Méaximo Comun Divisor:

Proposiciéon 1.5.3 Sean a, b y ¢ enteros positivos. Entonces

1. Sim es otro entero tal que m | a y m | b se tiene
a b\ (ab)
m'm)  m

2. Sin es cualquier entero

(na,nb) = n(a,b)

a b
—=]=1
(73)

4. Si x es cualquier entero, entonces

3. Si (a,b) = d, entonces

(b,a + bx) = (a,b)
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Demostracion:
1) Sea d = (a,b), y probaremos

a by _d
m' m] m

Notemos en primer lugar que d/m es un entero. En efecto se tiene
ar + by = d, y por lo tanto

a b d
m m m
en el lado izquierdo de la ecuacién tenemos un entero, luego d/m es
entero.
Por otra parte, como d divide a a, se tiene que d/m divide a a/m.
Igualmente se tendré que d/m divide a b/m.
Finalmente, si c es otro entero que divide a a/m y b/m, se tendra

a

, b
m m

=ck

para algunos enteros j y k.
Multiplicando ambas ecuaciones por m nos da

a=mcj y b=mck

de donde obtenemos
mela y mel|b

Usando la definicién de Maximo Comun Divisor para d, se tiene que
d divide a mec, y por lo tanto d/m divide a c.
Asi pues, hemos probado 1).

2) Usando 1) se tiene

(mwzCTW>ZWMm

n n n

luego
n(a,b) = (an,bn)
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3) Usar 1) con m = (a,b).

4) Observar que (a,b) | a 'y (a,b) | b. Luego (a,b) | ax +b .
Si ¢ es un entero que divide tanto a b como a a + bz, se tendra

c| ((a+bx)—bx)

y en consecuencia c¢ | a.
Luego ¢ divide al maximo comun divisor entre a y b, el cual es d.
Asi pues, hemos probado (b,a + bx) = (a,b) = d.
[ )

Ejemplo:
(200, 300) = (2,3)100 = 100.

Ejercicios

1) Usando el algoritmo de Euclides, hallar
a) (122,648)
b) (715,680)
c) (1581,206)
d) (3742, 843)
e) (120, 560)
f) (458, 1290).

2) Demuestre que si (a,b) = 1, entonces:

(a—ba+b)=1, & 2.

3) Demuestre que si ax + by = m, entonces (a,b) | m.
4) Demuestre que si (b, ¢) = 1, entonces para todo entero positivo a, se
tiene (a,bc) = (a,b)(a,c).

5) El Maximo Comtn Divisor para tres nimeros enteros positivos a,
by ¢, denotado por (a,b,c) se define como el entero positivo d que
satisface:
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l.d|a, d|b y d|c
2. Si f es otro entero tal que f | a, f|by f|centonces f|d.

Probar que (a,b,c) = ((a,b),c) = (a, (b, c)).

6) Hallar el Méximo Comun Divisor de
a) (23,12,18)
b) (90, 80, 56)
¢) (65, 20, 190).

7) Hallar una solucién en numeros enteros de la ecuacién
21z + 25y =1

8) Probar que el minimo comin miltiplo entre dos enteros a y b siempre
existe.

9) Demostrar la formula

ab
[a7 b] - ((l, b)
10) Usando la férmula anterior, calcular
a) [12,28]
b) [120,50]
c) [34,62]
d) [88, 340].

1.6 Teorema de Factorizacion Unica

Definicién 1.6.1 Un entero positivo p, distinto de 1, se dice que es
primo si los unicos divisores de p son 1 y p.

Ejemplo: Los ntimeros 2, 3, 19 son primos.

Los nimeros enteros positivos que no son primos, se les llama com-
puestos, como por ejemplo 6. Es decir, todo niimero compuesto es de
la forma

m = myms,
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donde 1 <m; <myl<mg<m.

Los niimeros primos y su distribucion dentro de los ntimeros en-
teros, han sido estudiados desde la antigiiedad. Ellos han ejercido una
atraccion fascinante sobre los matematicos, debido a la forma tan irre-
gular como aparecen en la sucesion de los enteros. Muchos matematicos
han tratado en vano de hallar una féormula que genere exclusivamente
numeros primos. Asi por ejemplo, Pierre Fermat conjeturé que todo
nimero de la forma

s(n) =2%" +1

era primo. Esto lo comprobé para n= 1,2,3 y 4. Sin embargo en 1732
Leonhard Euler demostré que s(5) no era primo.

Existe una gran cantidad de problemas, atin no resueltos, sobre
los nimeros primos. Algunos de ellos seran tratados en las proximas
secciones.

El método mas elemental para hallar la sucesion de los primos,
es el llamado Criba de Eratostenes. Este consiste en colocar los
numeros enteros positivos en orden creciente, formando diez columnas
de la siguiente forma

12 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Entonces comenzamos por eliminar de la lista todos los nimeros
pares, luego los multiplos de tres, luego los de cinco, ... y asi sucesi-
vamente, hasta agotar todos los nimeros compuestos. Es evidente que
los restantes nimeros en la lista seran todos los niimeros primos.

Teorema 1.6.1 Todo numero entero positivo, mayor que uno, puede
ser factorizado como un producto de nmumeros primos.
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Demostracion:

Sea m el nimero en cuestion. Usaremos induccion sobre m, para
probar la proposicién “m puede ser factorizado como un producto de
primos”.

En primer lugar, la proposicién es cierta para m = 2, pues 2 mismo
es un numero primo. Supongase la veracidad de la proposicién, para
todo niimero menor que un cierto k, es decir, todo ntimero menor que k
y mayor o igual a dos, puede ser factorizado como producto de primos.

Consideremos ahora k. Si k es primo, entonces no hay nada que
probar y el resultado sera cierto para k. Si por el contrario, k resulta
ser compuesto, entonces tenemos

k= 1Mo

donde 2 <m; <ky2<my<k.

Podemos entonces aplicar la hipétesis de induccion, tanto a m; como
a mo, es decir cada uno de ellos se factoriza como un producto de
primos. Luego

my =pip2--.-Ps
m2 = q1q42 - - - q¢
donde los p;, g; son nimeros primos.
Por lo tanto tenemos
k=mims=pips...0sq1q2 - Gt
esto es, un producto de primos.

)

Observacion: Es posible tener algunos primos repetidos en la facto-
rizacion de un nimero compuesto. Por ejemplo 24 = 2.2.2.3 . En todo
caso, podemos agrupar aquellos primos iguales usando potenciacion.
Esto es todo entero positivo n puede ser escrito de la forma

n=pPpy?...pe (1.3)

donde los p; son todos primos diferentes y los «; son mayores o iguales
a uno.

La siguiente proposicién es fundamental para la demostracion del
teorema de factorizacién tunica.
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Proposicién 1.6.1 Sean p,pi,pa,,...p, numeros primos, tales que
Pl p1p2...pn - Entonces p = p; para algin i.

Demostracion:

Usaremos induccion sobre n.

Para n = 1, el resultado es cierto. Supongamos que p es distinto de
p1, entonces tenemos

(p,p) =1 y plpi(pps-. pn)
Luego por la proposicion 2 se obtiene

p|p2ps-..pn

Usando la hipétesis de induccién, se concluye que p = p; para algin
[ )

Teorema 1.6.2 Todo numero entero positivo n, tiene una factoriza-
cion unica de la forma

BN e S K6 2> «
n =p; D2 ...pss

Demostracion:
Supongamos que n tiene dos factorizaciones distintas

nzp?l...pgsquﬁl...qtﬂt (1.4)

Probaremos en primer lugar que s = t y posteriormente probaremos
que para todo ¢, con 1 <17 < s, se tiene

pi =qj, paraalgin jy ;= pf;.

Usaremos induccién sobre n. Sin = 1, entonces la tesis del teorema
se cumple.

Supongamos que el teorema es cierto para todo entero positivo k,
con k < n y probemos el resultado para n.
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Sea entonces n como en (1.4). Notemos que p; divide al producto de
primos qf o qf ‘) luego por el lema anterior p; debe ser igual a alguno
de ellos, digamos ¢;. Podemos entonces cancelar p; en ambos lados de
(??), con lo cual tendremos que n/p; posee dos factorizaciones. Si se
aplica entonces la hipotesis de induccién se obtiene el resultado.

)

Uno de los primeros resultados acerca de los nimeros primos, y que
aparece demostrado en Los Elementos de Euclides, es el siguiente.

Teorema 1.6.3 FEuxisten infinitos numeros primos.

Demostracion:
Supongase que hay solamente un ntimero finito de primos, digamos
D1, P2, - - -, Pn. Entonces el nimero

T=pip2...pp+1

puede ser factorizado como producto de primos.
Sin embargo, ningiin primo p;, de los antes mencionados, puede
estar entre los factores de z, pues p; no divide a z; jPor qué?

)

Ejercicios

1) Hallar la descomposicién en factores primos de
a) 165
b) 670
c) 124
d) 1567
e) 444.

2) Por medio de la Criba de Eratdstenes, hallar todos los primos me-
nores que 200.

3) Probar que si n no es primo, entonces n tiene un divisor primo, el
cual es menor o igual a \/n .
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4) Usando el resultado anterior, implemente un algoritmo de com-
putacién para determinar cuando un niimero es primo.

5) Determine cudles de los siguientes nimeros son primos:
a) 941

b) 1009

c) 1123

d) 1111

e) 671

f) 821.

6) Algunos primos son de la forma 4k + 1, como por ejemplo, 5, 17,
101, ... etc. Probar que hay infinitud de ellos.

7) Demostrar que 252 — 1 no es primo.

8) Sea
a=pf...po"
Y e}
b=p...po,

entonces probar
(a,b) = pS* ... p°
donde §; = min{ay, 3;} .

[a,0] =pi"...pl"

donde v; = max{a;, B;}

9) Use el ejercicio anterior para hallar
a) (240,45)
b) [240, 45].
¢) [1650, 7800]
d) [235, 7655

10) Probar que V/5 es un ndmero irracional.
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Capitulo

2

Grupos

2.1 Introduccion

La estructura de grupo es una de las mas comunes en toda la ma-
tematica pues aparece en forma natural en muchas situaciones, donde
se puede definir una operacién sobre un conjunto. Por ser tan sim-
ple en su definicién, el concepto de grupo se puede considerar como
punto de partida para el estudio de otras estructuras algebraicas mas
complicadas, como son los cuerpos y los anillos.

Muchos objetos matematicos provenientes de areas tan disimiles
como la Geometria Analitica, la Combinatoria, el Analisis Complejo,
la Topologia, etc, tienen incorporados la estructura de grupo, aunque
esto pase desapercibido para muchos de nosotros. Existen grupos finitos
de cualquier tamano, grandes o pequenos; de estructura muy simple,
como los grupos ciclicos o bastantes complicados, como los grupos de
simetrias; grupos infinitos con uno o varios generadores, o bien infinitos
sin una base finita.

También se pueden crear nuevos grupos, usando los anteriores, por
medio de ciertas operaciones entre ellos. Esto, por supuesto, puede
hacer pensar al lector que el estudio de la teoria de grupos es una tarea
abrumadora, dada la gran cantidad de grupos que intervienen.

Sin embargo existe una relacién muy util que podemos construir
entre dos grupos, lo cual permite comparar la estructura de ambos sin
hacer consideraciones acerca de la naturaleza misma de los elementos.
Este concepto, que juega un papel central dentro de toda esta teoria,
es el de isomorfismo de grupos. Si dos grupos son isomorficos, entonces
desde el punto de vista del dlgebra son casi iguales: esto es, poseen la
misma estructura.

Los grupos aparecieron un poco tarde en la historia de las matema-
ticas, aproximadamente a mediados del siglo XIX.
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El concepto de operacion binaria o ley de composicion interna aparece
por vez primera en la obra del matematico aleman C. F. Gauss en
relacion a un trabajo sobre composicion de formas cuadraticas del tipo:

flz,y) = ax® + bry + cy2
con coeficientes enteros.

Gauss da una definicién de equivalencia de formas cuadraticas, y
luego define una operacién de multiplicacion de formas, y posterior-
mente demuestra que esta multiplicacién es compatible con la relacion
de equivalencia.

También Gauss y algunos de sus predecesores en el campo de la
Teoria de Numeros, como Euler y Lagrange habian estudiado las pro-
piedades de suma y multiplicacion de los enteros modulo p, con p primo.

Pero fue el genio de Evariste Galois quien dio inicio a la moderna
teoria de grupos, al exponer en sus brillantes trabajos la relacion entre
las ecuaciones algebraicas y el grupo de permutaciones de las raices.
Galois fue el primero que destaco la importancia de los subgrupos nor-
males y estudio en detalle las propiedades abstractas de los grupos.

La definicién general de grupo, fue dada por Cayley en 1854. Pero
es a partir de 1880 cuando comienza a desarrollarse la teoria general
de los grupos finitos con los trabajos de S. Lie, Felix Klein y Henry
Poincaré.

2.2 Definiciones Basicas

Definicién 2.2.1 Sea A un conjunto no vacio. Una operacion bina-
ria en A es una funcion del producto cartesiano A x A en A.

Asi pues una operacién binaria sobre el conjunto A asigna a cada
par de elementos (a,b) en A x A un tercer elemento en A, el cual se
denota con algtin simbolo especial, por ejemplo a * b.

El simbolo que se utiliza para la operacion no reviste mucha impor-
tancia en si mismo. Lo pertinente es saber que hay un elemento de A,
resultado de aplicar la operacion a los elementos a y b, el cual estamos
denotando por a*b. Podemos usar otras notaciones como ab, a-b, a/Ab,
..., etc. siempre que no halla confusion.
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El elemento a * b sera llamado el “producto de a con b”.

Ejemplo 1: Sea A = {a,b,c} y definamos la operacién * en A de la
forma siguiente

En realidad se ha podido definir la operacién en forma mas concisa,
haciendo

(x,y) —x Y(z,y) € Ax A

o bien

rxy=x Vr,ye A

Ejemplo 2: Definiremos una nueva operacion en A, pero esta vez
por intermedio de una tabla. La operacién la denotamos por ®. El

producto x ® y aparece en la casilla correspondiente a la columna x y
la fila y.

®lalb|ec
alalc|a
blclalb
c|b c
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Notese que por ejemplo el producto de a con ¢ es b, mientras que el
producto de ¢ con a es a. Luego para esta operacion se tiene:

a®c#cOa

También se puede observar que:

(a@c)Ob=boOb=a

a®(cOb)=a0b=c
luego
a®(coOb)#(a®c)®b

Definicién 2.2.2 Sea A un conjunto en donde esta definida una ope-
racion binaria x. Diremos que la operacion es asociativa, si y solo
%

rx(y*xz)=(rxy)*z (2.1)

para todo x,y,z en A.

Ejemplo: Sea A = {a,b,c}, y * la operacién * definida en A, en el
ejemplo 1. Esta operacién es asociativa.
En efecto, si x,y, 2z € A, se tendra entonces:

xx(y*xz)=xx(y) ==
(xxy)xz=(xxy)=2x
luego serd cierto que:

rx(yxz)=(rxy)*z,

para todo z,y, z en A.



2.2. Definiciones Basicas 5

Definicién 2.2.3 Sea A un conjunto en donde esta definida una op-
eracion binaria *, y sea S un subconjunto de A. Diremos que S es
cerrado bajo la operacion *, si se cumple:

xxy €S paratodo x,yen S.

Nota: Cuando S = A se dice que la operacién es cerrada.

Ejemplo 1: Sea Z™ el conjunto de los ntimeros enteros positivos y
consideremos la operacién suma de niimeros enteros, la cual denotamos
por “+7, como es costumbre. Entonces, si S es el conjunto de los
nimeros pares, se tiene que S es cerrado bajo la suma.

Ejemplo 2: Sea Z el conjunto de enteros, con la operacion resta de
enteros “—7. Si S = Z™* el conjunto de enteros positivos, entonces S
no es cerrado bajo la resta.

Por ejemplo 6 y 9 estdn en Sy sin embargo 6 — 9 = —3 no estéd en

S.

Definicién 2.2.4 Sea A un conjunto no vacio en donde se define una
operacion binaria . Diremos que A es un semigrupo con la operacion
%, st la operacion es asociativa y cerrada.

Denotaremos por (A, ) al semigrupo formado por el conjunto A
con la operacion *. Algunas veces se utiliza simplemente la letra A,
para denotar este semigrupo, por abuso de notacion.

Ejemplo 1: (Z,+) es un semigrupo.
Ejemplo 2: (Z™",+) es un semigrupo.

Definicién 2.2.5 Sea A un conjunto, con operacion binaria *. Un
elemento e € A que satisface:

axe=exa=a paratodo a en A,

se llama elemento neutro de A, para la operacion .
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Ejemplo 1: Sea A ={a,b,c} y * la operacién
rxy=x paratodo z,y en A.
Entonces A no posee elemento neutro.

Ejemplo 2: Sea Z el conjunto de los enteros con la operacién de
suma. Entonces el 0 es un elemento neutro, pues

n+0=0+n=mn paratodo n entero.

Ejemplo 3: Sea A un conjunto no vacio y consideremos P(A) el
conjunto formado por todos los subconjuntos de A. Entonces podemos
definir la operacién binaria en P(A), dada por la unién de conjuntos.
Luego el conjunto @, es el elemento neutro de P(A), pues

BUD=0UB=B paratodo B subconjunto de A.

Definicién 2.2.6 Sea (A, *) un semigrupo. Entonces si A posee un
elemento neutro, diremos que (A,*) es un monoide.

Ejemplo 1: (Z,+) es un monoide.

Ejemplo 2: Si A es cualquier conjunto, entonces (P(A),U) es un

monoide, donde U denota la operaciéon de union de conjuntos.

2.3 Grupos

Definicién 2.3.1 Un grupo es un conjunto no vacio G en donde hay
definida una operacion binaria -, llamada producto, la cual satisface:

1. a-be€ G para todo a,b € G.

2. a-(b-c)=(a-b)-c para todo a,b,c € G (Ley Asociativa).
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3. Existe un elemento e € G, llamado elemento neutro o identidad
de la operacion, el cual satisface:

para todo a € G.

4. Para todo a en G, existe un elemento a™* € G, llamado el inverso
de a, el cual satisface:

Definicién 2.3.2 Si el conjunto G es finito, entonces G se dice grupo
finito. Caso contrario, diremos que G es infinito.

Definicién 2.3.3 El orden de grupo es el cardinal del conjunto G.

Notacién: Usamos la notacién de potencias en G.

e = a
a = a'
A = a-a
att = a"-a

Definicién 2.3.4 Un grupo G se dice abeliano o conmutativo, si
a-b=>b-a para todo a,b € G.

Ejemplo 1: (Z,+) los nlimeros enteros con la suma es un grupo

abeliano.

Ejemplo 2: Sea A = {a, b, ¢} y consideremos en este conjunto la
operacion * definida por la tabla siguiente:
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x|a|b|c
ala|bl|c
blblcla
clcla

Mostraremos que (A, *) es un grupo, para lo cual probaremos que
se verifican las cuatro condiciones de la definicion.

En primer lugar, la operacién es cerrada, pues al multiplicar dos
elementos de A se obtiene otro elemento de A.

También observamos que el elemento a sirve de elemento neutro
para esta operacion, pues x x a = a * x = x, para todo x en A.

Ademas, todo elemento de A posee inverso. En efecto, se tienen las
relaciones

axa=a, bxc=cxb=a

luego a™ ! =a, bt =¢, ¢t =b.

Solo resta probar la asociatividad de esta operacién. Esto no se
puede deducir directamente de la tabla y debe hacerse caso por caso.
Aceptando que la operacién es asociativa, se tiene entonces que (A, *)
es un grupo. Finalmente se demuestra que este grupo es abeliano a
partir de relaciones:

axb=0bxa, axc=cx*xa, bxc=cxb.

Notese que la tabla de esta operacion es simétrica respecto de la
diagonal. Esto es otra indicacién de que el grupo es abeliano.

Ejemplo 3: Sea G = Z x Z el producto cartesiano de Z consigo
mismo, cuyos elementos son las parejas ordenadas de niimeros enteros
(m,n). Podemos definir una operacién en este conjunto mediante:

(ml,nl) D (mz,ng) = (m1 + ma, N + ng),

donde + denota la suma de niimeros enteros.
Entonces probaremos que G satisface todas las propiedades de la
definicién de grupo.
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Claramente la operacion es cerrada, pues la suma de enteros es
cerrada y por lo tanto el par (my + mg,ny + n2) esta en G.

Probaremos que @ es asociativa, para lo cual usaremos la asocia-
tividad de los nimeros enteros. En efecto, se tiene

my,n1) @ [(ma + mg,na + n3)]
m1 + (mg +mg3),n1 + (n2 +n3))
(m1 4+ ma) +m3), (n1 + n2) + n3)
(

m1 + ma), (n1 + n2)) ® (ms,n3)
(ml,nl (mg,nz)} D (mg,ng)

(m1,n1) @ [(m2,n2) & (m3,n3)]

(
(
= (
(
[

También se demuestra que (0,0) es el elemento neutro para esta
suma. Sea (m,n) un elemento cualquiera en G, luego

(0,0) + (m,n) = (m,n) + (0,0) = (m,n).

Finalmente se deduce que todo elemento (m,n) de G posee un in-
verso, el cual viene dado por (—m, —n) pues

(m,n)® (—m,—n) = (m —m,n—n) = (0,0)

(—m,—n) @& (m,n) = (—m +m,—n+n) = (0,0)

Por lo tanto G es un grupo. Ademas este grupo es abeliano, pues
para todo par de elementos (my,n;) y (ma,n2) en G se tiene

(ml,nl) (&) (mg,nQ) = (m1 + ma, N -+ 77,2)
= (mg+my,ng +nq)

= (mg,ng) © (TTLl, nl)

Ejemplo 4: Sea S un conjunto finito y A(S) el conjunto de todas
las aplicaciones biyectivas de S en si mismo. Entonces definimos una
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operacién binaria en este conjunto por medio de la composicién de
aplicaciones. Entonces se puede verificar que A(S) con esta operacién
es un grupo, basandonos en los siguientes hechos, muy bien conocidos,
sobre funciones:

1. La composicién de dos aplicaciones biyectivas, es biyectiva.
2. La composicién de aplicaciones es asociativa.

3. La aplicacion identidad

I:A— A

es biyectiva

4. Si una aplicacién f es biyectiva, entonces su inversa f~! existe y
es biyectiva.

Observacién Cuando S es un conjunto finito, entonces A(S) es también
finito. Ademds, si S tiene n elementos, entonces |A(S)| = n!. ( ver
problema 9 )

Ejemplo 5: Sea S = {z1, 29,23} v G el grupo de aplicaciones biyec-
tivas de S en si mismo. Este grupo se denomina grupo de permuta-
ciones de S y se denota por Ss.

Definamos las aplicaciones:

Ty — T2
O Ty — 1y

xr3 — I3

X1 — T2
Vi oxg— 1

xr3 — I1
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Sabemos que G tiene 6 elementos. Calcularemos todos los elemen-
tos de G y construiremos una tabla para la operacién binaria - de
composicion.

Nota: Usaremos la convencion
o -7 = primero aplicar o y luego 7
También si s € Sy 0 € A(S), usaremos la notacién s - o = o(s).
Tenemos entonces

r1 — T3
G g — 9

T3 — 1

1 — T1
Vg x9g — 13

T3 — T2

Observamos que ¢ -9 # 1 - ¢ y por lo tanto G no es abeliano.
Calcularemos ahora todas las potencias de los elementos ¢ y ¢

Ty — 1
2.
Cb - Lo — X2

T3 — I3
luego ¢? = 1, identidad. Por otra parte:

Ty — T3
2
VT oy — 1

xr3 — T2
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Xy — I
3.
@/J - X — T2
xr3 — I3

luego v = 1, identidad.
Notemos que

oo =0y

Mediante esta relacién, podemos escribir todos los elementos de G
en la forma: ¢* -7, con 0 <4, 0 < j.

Entonces los seis elementos del grupo G son

Lo, 2 ¢, ¢, oy,

Seguidamente, construiremos una tabla de multiplicaciéon para G.

Ly [ 9] ¢ | 0|y
L1 [y [ ¢ | o]y
AR

VL Y [P 6| gy
¢ | ¢ |V | 1 | ¥ W

WY | ¢ | ¥ | 1 | Y0

oV Qv v | ¢ |2 W |1

El grupo G se denomina grupo simétrico de grado 3, y lo deno-
taremos por Sj.

Dejaremos como un ejercicio para el lector, la verificacion de cada
uno de los productos en la tabla anterior.

Ejemplo 6: Sean un entero y a un simbolo. Construimos un conjunto
G cuyos elementos son los n simbolos
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Definimos un producto en G mediante la siguiente regla de multi-
plicacién:
i g ati,  si i+j<n
aa = L
atTn s o n<i+j

Se puede verificar entonces que G con esta operacién es un grupo.
Este grupo se denota por C,, y se llama grupo ciclico de orden n.

Ejemplo 7: Sea S el conjunto de los enteros y A(S) el conjunto de las

aplicaciones biyectivas de Z en si mismo. Sea G C A(S) el conjunto

de aquellas aplicaciones que mueven un numero finito de elementos.
Esto es, 0 € G si y s6lo si

A= {z|o(z) # z}
es finito. Entonces G es un grupo (Verificarlo!).

Ejemplo 8: Sea G el conjunto de matrices 2 x 2 de la forma:

()

donde a, b, ¢, d son ntimeros reales y ad —bc # 0. Podemos dotar a G de
una operacion binaria, dada por la multiplicaciéon de matrices, la cual
se define mediante:

a b r y\ [ar+bw ay+bz
c d Wz cr+dw cy+dz
Notemos que

(ax + bw)(cy + dz) — (cx + dw)(ay + bz) = acry+ adrz +
bcwy + bdwz — acry —

bcrz — dawy — bdwz

= xz(ad — bc)
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+wy(be — da)
= (xz —wy)(ad — be)
# 0

Luego G es cerrado bajo esta operacion.

(1)

actua como la identidad, y ademés I esté en G.

b
A:(a )GG,
c d

entonces ad — bc # 0, luego la matriz
d —b

B — ad_—cbc ad - be

ad —bc ad— be

es real y ademas es un elemento de G, pues
ad —bc 1
(ad — bc)? — ad — be

También se puede verificar que

También la matriz

Finalmente si

£0

A-B=1

Luego G es un grupo. Este grupo se llama grupo lineal de IR? y
se denota por Lo (IR).

Ejemplo 9: Sea G el Conjunto de matrices 2 x 2 de la forma
a b
c d

donde a, b, ¢ y d son nimeros reales y ad—bc = 1. Se puede ver entonces
que G es un grupo.
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Ejercicios

1) Sea A = {a,b,c} con la operacién & dada por la siguiente tabla

Dla|bl|c
ala|b|c
blblcla
clclcla

Hallar un elemento identidad para A.

.Es (A, ®) un semigrupo?

.Es (A, ®) un monoide?
2) Sea A cualquier conjunto y N, la interseccién de conjuntos en P(A).
Demuestre que (P(A),N) es un monoide.

3) Demuestre que todo grupo de 3 elementos debe ser abeliano.

4) Demuestre que todo grupo G, en donde se tiene la relacién: a® = e,
para todo a € G, debe ser abeliano.

5) Demuestre que A(.S), el conjunto de todas las aplicaciones biyectivas
de S en si mismo es un grupo.

6) Demuestre que la resta de nimeros enteros no es una operacion
asociativa.

7) Para cada una de las operaciones siguientes, definidas en los nimeros
enteros Z , responder las siguientes interrogantes

a) {Es asociativa? b) (Es cerrada?
¢) /Hay elemento neutro? d) (Es conmutativa?
1) axb = axb+1
2) axb = max{a,b}
3) axb = min{a,b}
4) axb = 2ab
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5 axb = (ab)?
6) axb = a

8) Si G es un grupo finito, probar que existe un entero positivo ¢, tal
que a' = e, para todo a en G.

9) Probar que si S es un conjunto con n elementos, entonces A(.S) posee
n! elementos.

10) Probar que el conjunto de matrices reales 2 X 2 con determinante
no nulo, es un grupo bajo la multiplicacion de matrices.

11) Probar la propiedad asociativa para el grupo Lo(IR).
12) Probar que el grupo Ly(IR) no es abeliano.

13) Sea A el conjunto formado por todas las funciones f : [0,1] — IR.
Probar que (A, +) es un grupo, donde + es la operacién de suma de
funciones.

14) Construya todas las posibles tablas de multiplicacién para un grupo
de orden 4.

15) Demuestre que el conjunto de los nimeros racionales distintos de
cero forman un grupo bajo el producto.

16) Demuestre que el grupo (Z, +) no tiene subgrupos finitos.
17) Demuestre que el grupo (@, +) no tiene subgrupos finitos.

18) Sea @Q* el conjunto de los nimeros racionales distintos de cero.
Probar que (Q*,.) es un grupo.

19) Hallar un subgrupo finito dentro de (Q*,.).

20) Probar, mediante el principio de induccién, la existencia y unicidad
de las potencias positivas de un elemento a, dentro de un grupo G.

2.4 Simetrias

Una simetria de una figura plana es un movimiento rigido del plano
que hace coincidir dicha figura consigo misma. Todo movimiento rigido
del plano tiene la propiedad de conservar las distancias y por esto se le
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da el nombre de isometria. El estudio de las simetrias es una de las
relaciones mas interesantes que se conocen entre algebra y geometria.

Comenzaremos por estudiar el grupo de simetrias del cuadrado.
Para facilitar el estudio de este grupo, tome un pedazo de papel o
cartulina en forma de cuadrado y numere los vértices por ambos lados
de acuerdo a la figura

Figura 2.1:

Coloque el cuadrado sobre un sistema de ejes perpendiculares con
su centro en el punto de corte de los ejes y lados paralelos a los ejes.

El eje horizontal lo llamamos X y al vertical lo llamamos Y.

Comenzamos ahora nuestro trabajo, considerando todos los posibles
movimientos del cuadrado que lo hagan coincidir consigo mismo. Este
se puede mover deslizandose sobre el plano y también esta permitido
levantarlo y voltearlo al revés (Recuerdese que los vértices han sido
marcados por ambos lados).

Podemos decir en primer lugar que el cuadrado tiene simetria rota-
cional, pues cada rotacion de 90° con eje de rotacion en el origen, no
altera la figura. Estas rotaciones, por conveniencia, seran realizadas en
sentido contrario a las agujas del reloj. Podemos denotarlas por

R, — Rotacion de  90°
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Ry, — Rotacion de  180°

Ry — Rotacion de  270°

I — Rotacion de  360°
Figura 2.2:

También el cuadrado se puede hacer girar 180° sobre un eje que
puede ser el eje X, o bien el eje Y, o bien un eje diagonal que pase
por dos vértices. Estos movimientos también son simetrias, pues no se
altera la figura del cuadrado al ejecutarlos. Estas simetrias , llamadas
simetrias axiales, producen el mismo efecto que la reflexion sobre un
espejo colocado sobre un eje de simetria. Ver la figura.
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Figura 2.3:

19



20 Capitulo 2. Grupos

Tendremos entonces

H - Reflexion alrededor del eje X
V' —  Reflexién alrededor del eje Y
D, — Reflexion alrededor del eje L3
Dy, — Reflexion alrededor del eje Loy

Estas 8 simetrias del cuadrado son todas las posibles. Cualquiera
otra simetria necesariamente induce una permutacion sobre los vértices.

Al mover el cuadrado cada vértice debe ir sobre otro. Para el vértice
1 tenemos 4 posibilidades. Una vez fijado el primer vértice, se tienen
dos posibilidades de ubicar el vértice 2. Al estar fijados los vértices
1y 2, los restantes estan determinados, luego hay 4 x 2 = 8 posibles
maneras de permutar los vértices, lo cual equivale a los 8 tipos de
simetrias descritas anteriormente.

Veamos como se pueden multiplicar las simetrias entre si.

El producto de una simetria A; por otra simetria Ay, denotado por
Aj Ay, consiste en efectuar el movimiento del cuadrado determinado por
Ay, seguido del movimiento dado por As.

Asi por ejemplo, para calcular HV, reflejamos el cuadrado sobre el
eje horizontal y seguidamente lo reflejamos sobre el eje vertical. Esto
produce el mismo efecto que hacer una rotacién del cuadrado de 180°
(Ver la figura).

Figura 2.4:
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Luego HV = R,.

El producto de dos simetrias da como resultado otra simetria de las
ya descritas. Podemos calcular todos los posibles productos para estar
seguro de ello.

También el producto de simetrias es asociativo por lo siguiente. Si se
tiene A, Ay y Az tres simetrias, entonces podemos multiplicarlas de dos
maneras distintas. En primer lugar si movemos el cuadrado ejecutando
en sucesién A, y A, obtendremos otra simetria B. Entonces movemos
nuevamente el cuadrado para ejecutar As. El resultado obtenido sera
igual a

(A1A2)As

Por otro lado, podriamos haber efectuado en sucesién las simetrias
As y Az para obtener una simetria C'. Luego llevamos el cuadrado a la
posicién original y desde alli efectuamos A; seguida de C'. El resultado
serd igual a

Aq(AA3)
Es facil ver entonces que
(AlAQ)Ag == Al <A2A3)

Antes de calcular todos los productos de simetrias en una tabla,
veamos como se obtienen algunas relaciones interesantes entre ellas.

En primer lugar observamos que todas las rotaciones se obtienen
como potencias de R;

R, = Ry
R = Ry
R} = Ry (2.2)
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También se demuestra que toda reflexién es igual al producto de H
por alguna rotacion

H = H

V = HR?

D, = HR, (2.3)
D, = HR}

Para calcular cualquier producto de simetrias, necesitamos la relaciéon

R\H =D, = HR} (2.4)
Vemos que en general este producto no es conmutativo, pues
R1H # HR;.

Teniendo todos estos elementos a la mano, pasamos a construir la
tabla de esta operacion.

R | R | | H |HR |HR? | HR?
I | T | R | R |RH| H | R |HR|HR}
Ry | R | 2 | R® | I |HR,|HR? HR}| H
RR| R | R | I |R |HR|HR| H |HR,
R | R | I | R | 2 |HRY| H |HR,| HR?
H | H |HR|HR*|HR,| I | B3 | R? | R
HR,|HR,| H |HR}|HR*| R, | I | R} | R?
HR?|HR?|HR,| H |HR}| R? | Ry | I | R}
HR} |HR3 |HR?|HR,| H | RS | R2 | Ry, | I

Podemos extraer muchas conclusiones importantes al observar esta
tabla. En primer lugar el elemento I actia como elemento neutro.
También todo elemento posee inverso bajo este producto, pues el ele-
mento [ aparece en cada una de las columnas.
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Por el momento queda demostrado que el conjunto de todas las
simetrias del cuadrado es un grupo con la operacion producto de simetrias.
Este grupo de orden 8, no es abeliano. De ahora en adelante lo llamare-
mos Grupo de simetrias del cuadrado.

Podemos dar una formulacion completamente abstracta de este gru-
po, sin hacer referencia a los movimientos rigidos de un cuadrado. El
lector estard de acuerdo en que el grupo que definiremos a continuacién
y el anterior tienen la misma tabla de multiplicaciéon y por lo tanto la
misma estructura.

Definicién 2.4.1 Fl grupo diédrico de orden 4 es aquel cuyos el-
ementos son los simbolos a't/, coni = 0,1, j = 0,1,2,3 y la operacién
de multiplicacion, dada por las relaciones

ad=e, b=e, ba=ab’
Este grupo se denota por Dy.

Aparte de las simetrias del cuadrado, podemos construir simetrias
de otro tipo de figuras planas.

Por ejemplo la figura plana

Figura 2.5:

tiene las siguientes simetrias
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H - reflexién en el eje X
V- reflexién en el eje Y
R - rotacién de 180°

Estos tres elementos satisfacen las relaciones
H*=V*=R*=1

La tabla de multiplicacién es la siguiente

TSI~ ~
S W~ T
T~ D <<
~ || < |3 =

<" ~

Este grupo de simetrias, que llamaremos grupo H, se puede definir
en abstracto usando solamente las relaciones de multiplicaciéon entre
sus elementos.

Definicién 2.4.2 FEl grupo 4 de Klein se define como el conjunto de
simbolos {I,a,b,c} sujeto a las relaciones

d=vV=c=1 , ab=c , bc=a , ca=b

Es claro entonces que el grupo H y el grupo 4 de Klein tienen la
misma estructura.

La idea de relacionar grupos de simetria con las propiedades geomé-
tricas de las figuras planas se debe al matematico aleman Felix Klein
(1849 —1925), en su famoso trabajo sobre geometria llamado Programa
de Erlangen, el cual fue publicado en 1872.



Capitulo

3

Teorema de Lagrange

3.1 Introduccion

En este capitulo estudiaremos uno de los teoremas mas importantes
de toda la teoria de grupos como lo es el Teorema de Lagrange. Dare-
mos en primer lugar una serie de resultados basicos que se derivan de la
definicién de grupos. Posteriormente se introduce el concepto de sub-
grupo y en especial se estudian las propiedades de los grupos ciclicos.

Si H es un subgrupo de un grupo finito GG, entonces el Teorema
de Lagrange establece que el orden de H es un divisor del orden de
G. Este resultado genera una serie de propiedades interesantes de los
grupos finitos de tipo estructural. Finalizamos el capitulo con el estudio
de las clases laterales de un subgrupo H de G.

3.2 Resultados Preliminares

En esta seccién demostramos algunos hechos bésicos sobre grupos,
que se pueden deducir de la definicion 1.3.1.

Lema 3.2.1 S5i G es un grupo entonces
a) El elemento identidad es inico.
b) Todo a € G tiene un inverso unico en G.
¢) Para todo a € G, (a™')™t =a.
d) Para todo a,b € G, (a-b)"'=b"'-a"!.

Demostracién: a) Sean ey f dos elementos identidad en GG. Entonces
se tiene la ecuacion.

e=c f=]

25
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de donde
e=f
b) Supongamos que un elemento a € G posee dos inversos z e y.
Luego
x- =e
a=a-y=e
Luego
yla-z) = y-e=y
(y-a)-z =y
e-xr =y
r =y
c) Para a € G, se tiene
at-a=e
a-al=e

1

Luego a es el inverso de a™!, tnico, y por lo tanto (a™1)™! = a.

d) Sean a,b € G. Luego

(a-0)b'a) =
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Similarmente

Por lo tanto
(a-b)t=at-b1.
'

Proposicién 3.2.1 Sean a y b en el grupo G. Entonces las ecuaciones

poseen solucion tnica: v =a t-b;y=>b-a"'.

1

Demostracién: Multiplicando (??) por a™! a la izquierda tenemos

S S o o

Similarmente, multiplicando (??) por a~! a la derecha tenemos
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(y-a)a™t = b-a”!
y-(a-a) = b-a!
y-e = -

y = b-a?

)

Lema 3.2.2 Sean a,u,w elementos en G. Entonces valen las siguien-
tes leyes de cancelacién en G.

= a-w implica u=w

u-a = w-a implica u=w

Demostracién: La ecuacion

posee solucion tnica

u = a '(a-w)
(a™ ! a)w
= e-w
= w

Similarmente, la ecuacién

posee solucion tnica
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Ejercicios

1) Sea m un entero positivo fijo. Diremos que dos enteros a y b son
congruentes moédulo m y lo denotamos por:

a = b mod m,

sim divide a b — a
Probar que la relacién de congruencia médulo m en el conjunto Z
es una relacion de equivalencia.

2) Para cada entero a en Z, se define su clase de congruencia
moédulo m, como el conjunto formado por su clase de equivalencia

la| = {z € Z|x = a mod m}

El conjunto formado por todas estas clases se llaman Enteros mé-
dulo m y se denota por Z

i
Probar que Z,, es un grupo, bajo la operaciéon de suma modulo m,
definida por:

la] +[b] = [a + ]

., Cual es el elemento neutro de este grupo? Construya una tabla
para la operacién de suma médulo 7.

3) Demuestre que todo grupo de orden < 5 debe ser abeliano.

4) Probar que si G es un grupo abeliano y a, b pertenecen a GG, entonces

(ab)™ = a™b"
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para todo entero n > 0.

5) Sea G un conjunto no vacio cerrado con una operacién asociativa,
tal que
i) Existe un elemento e € G tal que

ae = a

para todo a € G.
ii) Para todo a € G existe un elemento o, tal que

da=ce

probar que GG es un grupo con esta operacion.

6) Sea G un conjunto finito, el cual es cerrado bajo una operaciéon
asociativa y tal que valen las dos leyes de cancelaciéon. Es decir, para
todos a, b, c en G se tiene

ab=ac=b=c

ba =ca=b=c

Probar que GG es un grupo con esta operacion.
7) Hallar los inversos de cada uno de los elementos de Ss.

8) Sea Sy el grupo de permutaciones de 7 elementos con la composicién
de aplicaciones, como en S3. Probar que existe un elemento a, tal que
a? = e, pero a® # e para 0 < s < 12.

9) Sea GG un grupo. Probar que para cualquier par de enteros m y n se
tiene

Z) ama = am+n
it) (a™)" =a™
para todo a en G.

10) Si G es un grupo de orden par, probar que existe un elemento a € G,
a # ey tal que a® = e.
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11) Hallar todos los elementos de Z,, que satisfacen la ecuacién 2 = 1.

12) Sea G = Ms(IR) el grupo de matrices invertibles cuadradas de orden
2 sobre IR, con la operacién producto. Probar que G no es abeliano.

13) Probar que el conjunto de matrices invertibles cuadradas de orden 2
sobre IR, con la operacion producto y con determinante 1 es un grupo.

14) Demuestre que en los enteros médulo 7, todo elemento a # e satis-
face:

i)a'=¢e
i1) a® # e, para todo 0 < s < 7.

15) Sea Q* el conjunto de los nimeros racionales direrentes de cero.
Probar que (Q*,.) no es un grupo ciclico.

3.3 Subgrupos
Definicién 3.3.1 Sea G un grupo y H C G. Si H es un grupo con la

operacion definida en G, entonces H se dice subgrupo de G.

Ejemplo: Sea G = (Q,+) el grupo de los nimeros racionales con la
adiciéon y H = (Z,+) el grupo de los enteros con la adicién. Entonces
H es subgrupo de G.

Para indicar que H es subgrupo de GG, usaremos la notacion: H < G.
Definicién 3.3.2 Un subgrupo H de G se dice subgrupo propio si
H<GyH#{e}, H#G.

Nota: Si G es un grupo, los subgrupos G y {e} se llaman los sub-

grupos triviales de G.

Ejemplo 1: Sea GG un grupo de orden 3. Entonces G es de la forma
G = {e,a,a*}. Se puede verificar que G no tiene subgrupos propios.

Ejemplo 2: Sea G el grupo de los enteros médulo 4 con la suma y H
formado por los elementos 0 y 2. Entonces H es un subgrupo de G.
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Ejemplo 3: Sea V el grupo 4 de Klein, V = {e, a, ab} sujeto a las
relaciones a® = b*> = e. Entonces el conjunto H = {e, a} es un subgrupo
de G.

Podemos hacer un diagrama de los subgrupos de G, para los dos
ejemplos anteriores.

Asi tenemos

El siguiente teorema establece un criterio muy 1til para determinar
cuando un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo.

Teorema 3.3.1 Un subconjunto H de de un grupo G es un subgrupo,
sty solo st

i) a-be H para todo a,b € H

ii) a=' € H para todo a € H.

Demostraciéon: Puesto que la operaciéon binaria en G es asociativa,
sélo falta verificar que e € G. En efecto, sea a € H, luego a™* € H
(por ii)) y ademds a-a~' =e€ H (por i)).

Luego H es un grupo, y por lo tanto un subgrupo de G.

Teorema 3.3.2 Sea G un grupo y a € G. Entonces el conjunto
H={d"|neZ}

es un subgrupo de G. Ademds H es el subgrupo de G mds pequeno que
contiene a.
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Demostracion: De acuerdo al teorema anterior, sera suficiente con
probar:

i)a"-a™ € H, paraa”,a™ € H
ii) (a")~!' € H. para a" € H.

m

Claramente a” - a con z=n+m € Z,y por lo
tanto a™ - a™ € H.

También

= a = a

(@) '=a"€cH

Luego H < G.

Para probar la segunda afirmacion, sea K un subgrupo de G y
a € K. Luego a° = e € K por ser K un grupo. También a® € K,
pues a € K y K es cerrado bajo la operacién en GG. De esta forma se
concluye a™ € K para todo n > 0.

También o=t € K, pues a € K y su inverso se halla en K. Simi-
larmente a2 .ot € K, pues a=! € K y K es cerrado. Luego
a~" € K para todo n > 0. Hemos probado entonces que H C K

:a,_

)

Definicién 3.3.3 FEl grupo H, se llama subgrupo ciclico generado
por a. Kl elemento a se llama el generador de H. Usaremos la
notacion:

H=<a>.

Definicién 3.3.4 Un grupo G se dice ciclico si G =< a > para algin
a€d.

Ejemplo 1: Sea G el grupo formado por los enteros con la suma.
Entonces G =<1 >.

Ejemplo 2: Sea G el grupo de los enteros médulo 4, luego G =< 1 >

Ejemplo 3: Sea G = 53y K =< ¢ >, Entonces K es ciclico de orden
2.
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3.4 Teorema de Lagrange

En esta seccion estudiaremos una condicién necesaria necesaria para
que un subconjunto de un grupo finito, sea un subgrupo de este.

Teorema 3.4.1 (Lagrange)
Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G. Entonces el orden de
H divide al orden de G.

Demostracién: Si H = {¢} 6 H = G no hay nada que probar.
Supongamos entonces que H # {e} y H # G. Sea

H=A{hy,...,h}
donde r = o(H).

Luego existe un elemento a € G, tal que a ¢ H. Entonces tenemos
los siguientes elementos en G.

hl,hg,...,hr,ahh...,ah,«.

Afirmamos que hay 2r elementos distintos. En efecto:
i)Si ah; = h;, entonces multiplicando por h; 1 a la derecha nos da

a:h]’hi_leH

Luego a € H, lo cual es una contradiccién
i1) Si ah; = ah;, cancelacién por a nos da

hi = h;

lo cual es, nuevamente una contradiccion.

Si esos 2r elementos son todos elementos de GG, entonces

y entonces o( H) divide al orden de G.



3.4. Teorema de Lagrange 35

Si por el contrario, hay mas de 2r elementos en (G, continuamos
el proceso y tendremos que existe un elemento b € G, distinto de los
anteriores. Luego tenemos los siguientes elementos en GG

aohl, ceey aohr
alhl, N (llhT
&th, Cey CLQhr

donde a9 = e, a; = a, ay = b,...etc. y a; no esta en ninguno de
los elementos que forman las filas anteriores a la fila i-ésima. Se puede
probar que todos estos elementos que se generan son distintos. En
efecto:

i) Si a;h; = a;hy, entonces cancelando se tiene que h; = hy, lo cual
es una contradiccién.

ii) Si para i > [ se tiene a;h; = a;hy, entonces multiplicando por hj_1
a la derecha se tiene a; = alhkhj_l . Como H es un grupo , tendremos
que hkhj_l € H, luego hkhj_l = h,, para algin s y por lo tanto a; =
a;hs. Entonces el elemento a; pertenece a la l-ésima fila, lo cual es una
contradiccion.

Puesto que G es un grupo finito, este proceso de formacién de filas
se detiene despties de un numero finito de pasos, digamos k pasos. Se
tendra entonces que hay k o (H) elementos en G. Con esto termina la
desmostracion.

)

Definicién 3.4.1 Si G es un grupo y a € G, el orden de a es el
menor entero positivo n tal que

a” =e.

Usamos la notacién o(a) para indicar el orden de a.
Si ese entero no existe, diremos que a tiene orden infinito

Corolario 3.4.1 Si G es un grupo finito y a € G, entonces o(a) es un
divisor de o(G).
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Demostracién: Sea a € Gy consideremos el subgrupo ciclico gener-
ado por a, H =< a > el cual consiste en los elementos

donde a™ = e.
Es claro entonces que n = o(H) y ademés n = o(a).
De acuerdo al teorema de Lagrange, tendremos que

Luego

Demostracién: Sabemos que a°® = e, y por el corolario anterior
o(G) =ko(a) paraalgin k.

Luego

Corolario 3.4.3 St G es un grupo finito de orden primo p, entonces
G es ciclico.
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Demostracién: Sea a € G, a # e. Entonces H =< a > el subgrupo
ciclico generado por a tiene orden un divisor de p. Luego hay dos
posibilidades:

i) o(H) = p, lo cual implica H = G y G es ciclico generado por a

1) o(H) =1, y por lo tanto se tendria a = ¢, lo cual es imposible.
Luego G es un grupo ciclico.

Ejercicios

1)Probar que (Zg, +) es un grupo ciclico. Hallar todos sus generadores.
2) Demuestre que el grupo 4 de Klein no es ciclico.

3) Hallar el orden de cada uno de los elementos del grupo (Z,,, +).

4) Sea p un ndmero primo. Probar que @, el conjunto de nimeros
racionales de la forma a
e

donde a es un entero primo relativo con p, y a es un entero positivo,
es un subgrupo de (@, +).

5) Demuestre que si p es un nimero primo, entonces el grupo (Z,, +)
tiene p-1 generadores.

6) Demuestre que el grupo de los enteros médulo m, bajo la suma, es
un grupo ciclico, con 1 como generador.

7) Sea G = ZxZ con la operacion de suma de coordenadas. Demuestre
que G no es ciclico.

8) (Teorema de Euler). Probar que si a es un entero positivo primo
relativo con n, entonces

a®™ =1 mod n,

donde ¢(n) = nimero de enteros entre 1 y n primos relativos con n.

9) (Teorema de Fermat). Probar si p es un ndmero primo y a es
cualquier entero, entonces
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a’ = a mod p

10) Usando el problema anterior, demuestre que 23° — 1 es un nimero
compuesto.

11) Hallar el diagrama de subgrupos para los grupos siguientes
a) (Zg,+)
b) Ss
¢) (Z,+)

12) Sea m un entero fijo y Z,, el conjunto de clases de congruencias
moédulo m. Se define el producto médulo m en Z,,, mediante

[a] - [b] = [a - b]

Probar que esta operacién esta bien definida jEs (Z,,, -) un grupo?

13) Probar que si p es un nimero primo, entonces el conjunto de los
enteros modulo p, no nulos, forman un grupo bajo el producto.

14) Hallar una tabla para el grupo de los enteros médulo 7 bajo el
producto.

15) Demuestre que todo grupo ciclico es abeliano
16) Probar que todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.
17) {Cuantos generadores tiene un grupo ciclico de orden n?

18) Sea m un entero positivo dado, no necesariamente primo. Sea U,
el conjunto de clases de congruencias médulo m, no nulas 7, tales que
(x,m) = 1. Probar que U,, es un grupo bajo la operacién de producto
modulo m.

19) Hallar explicitamente Ug y Usg.

20) Demuestre que Uy tiene un elemento de orden 4.
21) Hallar un generador de Uy
)

22) Dar un ejemplo de un subgrupo ciclico en el grupo de matrices 2 X 2,
de la forma
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23) Sea G = Sy, hallar el grupo ciclico H generado por el elemento

X1 — T2
T — I3
r3 — I1

Ty — 1

., Cual es el orden de este grupo?

24) Sean a y b dos elementos en un grupo G, abeliano tal que
(o(a), o(b)) = 1.
Probar que:
o(ab) = o(a) - o(b)

donde ( , ) denota el maximo comin divisor.

25) Sean a y b dos elementos en grupo abeliano GG. Probar que:

o(ab) = [o(a), o(b)];
donde [, ] denota el minimo comin multiplo.

26) Demuestre que si un elemento a en un grupo G satisface:

a" =e, entonces o (a)lk

27) Hallar todos los subgrupos de (Z,g, +).

28) Hallar todos los subgrupos del grupo de simetrias del cuadrado.
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3.5 Operaciones con los Subgrupos

Cuando se tiene un grupo G, es posible conocer parte del mismo si
se conoce un subgrupo H de GG. Si G tiene varios subgrupos diferentes,
entonces cada uno de ellos es una pieza dentro de una gran maquinaria:
cada una cumple una funcion especifica en G. Cuando se conocen todos
los subgrupos de G entonces se tiene un conocimiento total del grupo
G, en cierto sentido.

Si queremos mirar como se multiplican dos elementos dentro de G,
y estos dos elementos estan dentro de un subgrupo H, el cual ha sido
determinado de antemano, entonces el problema estara resuelto porque
sabemos como se ejecuta la multiplicacién dentro de H.

Si por el contrario un elementos esta en un subgrupo H, y otro ele-
mento esta fuera de H y dentro otro subgrupo K, entonces el producto
de ambos elementos estard en un conjunto L contenido en (G. Nos pre-
guntamos: ;Coémo podriamos garantizar que L sea un subgrupo de G?
.,Cual es el orden de L7

Definicién 3.5.1 Sea G un grupo y H, K dos subgrupos de G. En-
tonces la interseccion de H y K, es el conjunto

HNK={zxeG|z€H, yreK}

Proposicion 3.5.1 La interseccion de dos subgrupos de G es un sub-
grupo de G.

Demostraciéon Sean x, y € H N K. Entonces xy € H, y ademas
ry € K, pues H y K son grupos. Luego xy € H N K.

Por otro lado, six € HN K, entonces x' € H, y 27! € K, pues H
y K son grupos. Luego 7' € HN K.

Mas generalmente, se tiene

Proposicién 3.5.2 Sea G un grupo y {H;}, i € I una familia de sub-
grupos de G. Entonces el conjunto

H=H,

i€l

es un subgrupo de G.
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La unién de dos subgrupos no es un grupo en general, por ejem-
plo, sea G = (Zg4, +) enteros médulo 6, y

H=1{e24} yv K=1{¢3}.
Sabemos que H y K son subgrupos de GG. Sin embargo
HUK = {e,2,3,1}
no es un subgrupo, pues
2+3=5¢ HUK.

Definicién 3.5.2 Sea G un grupo y H, K subgrupos de GG. Entonces
el producto de H y K, se define por:

HK ={hk|he HykeK}.

Observacién El producto de dos subgrupos no es un subgrupo en
general. Afortunadamente, existe un criterio muy til, para determinar
cuando esto es cierto.

Teorema 3.5.1 Sea G un grupo. Entonces HK es un subgrupo de G
sty solo si

HK = KH.

Demostraciéon: Sea HK = KH y sean hi,hy € Ky ki,ky € K.
Luego debemos probar:

i) (h1k1)(hoks) € HK

'&Z) (hlk’l)il € HK
Para probar i) notemos que

kihy € KH = HE,

luego existen hs, ks tal que
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kiha = hsks,

por lo tanto

(hlkl)(hgkg) == h1<k1h2)]{?2
= hi(hsks)ks
= (hihs)(ksks) € HK

Para probar ii) vemos que
(hik)) ' =k{'hi' € KH=HK
Reciprocamente, si HK es un subgrupo de GG probaremos que
HK =KH

En efecto, sea kh € K H. Luego existe el inverso de hk : h™1k~! €
HK, y por lo tanto h = (h"'k~1) " € HK.
Luego

KHCHK
Para demostrar la inclusién en el otro sentido, sea © € H K, entonces
v ' =hk € HK,
luego
r = ()7
(hk)™
= k'h' e KH

Por lo tanto hemos demostrado

HK CKH

Pregunta : ;Cuantos elementos tiene H K7
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Teorema 3.5.2 Sea G un grupo finito y H, K subgrupos de G. FEn-
tonces

HE| =

Demostracion: Los elementos de H K son la forma hk con h € H y
h € K. Entonces hay o(H) o(K) elementos de este tipo. Sin embargo
puede haber repeticiones, es decir

hlkl == hgk’g

para algunos hy,he € H, ki, ko € K.

Pero entonces hy'hy = koki', y por lo tanto se tiene un elemento
= hy'hy = kok7! en la interseccién de H y K.

Es decir cada vez que hay una repeticion de dos elementos, se pro-
duce un elemento en la interseccion H N K.

Reciprocamente, si x € H N K, se tiene
hk = ha 'zk = hik,

es decir, x genera un duplicado de hk en el conjunto H K.

Asi pues el numero de veces que un elemento hk aparece repetido
es igual al orden de interseccién o(H N K).

Luego

O(H) o
o(HNK)

|HEK| =

Corolario 3.5.1 Si H y K son subgrupos de G y

Entonces

HNK # {e}
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Demostracién: Como |HK| < o(G) tenemos

o(G) > |HK|
o(H) o (K)
o(HNK)

\/o(G)4/o(G)
)

> - Y
ol HNK

o(G)
o(HNK)
Luego
o HNK)>1

por lo cual

HNK #{e}

Como aplicacién de esto tenemos lo siguiente

Ejemplo: Sea G un grupo finito, con o(G) = 15, entonces G tiene a
lo sumo un subgrupo de orden 5.

Solucién: Si H y K son subgrupos de orden 5, entonces
o(H) > /o(G) yo(K)>/o(G),
luego por el corolario anterior
HnN K #{e}.

Pero HNK < H, y por el teorema de Lagrange se tiene o( H N K)|5

Luego la tnica posibilidad es:
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o(HNK)=5.
Por lo tanto
HNK=H.
Usando la misma técnica se prueba H N K = K. Luego H=K.

Definicién 3.5.3 Sea G un grupo y S un subconjunto de G, diferente
del vacio. Entonces el grupo generado por S viene dado por

<S>=({H| H subgrupode Gy S C H}

Observacién Es claro que < .S > es un subgrupo de G. Ademas es
el menor subgrupo de G' que contiene a S. Esto es simple consecuencia
de la definicién.

Definicién 3.5.4 Sea G un grupo, y H, K subgrupos de G. Entonces
el grupo generado por H y K es el conjunto < HU K >.

3.6 Clases Laterales

Cuando estudiamos la relacion de congruencias médulo m en el con-
junto de los niimeros enteros, vimos que esta se define para dos enteros
ayb

a =b mod m,
si y solo si m divide a a — b.
Es posible definir esta relacion en términos de grupos. Si m es
un entero positivo, entonces el conjunto de todos los multiplos de m,

H = mZ es un subgrupo del grupo aditivo de Z. Entonces se tiene
que

a = b mod m,

siysdlosia—be H.
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En esta seccion daremos una generalizacion del concepto de congru-
encia médulo m, al considerar dentro de un grupo G la congruencia
moédulo H, donde H es un subgrupo de G.

Esta relaciéon tiene propiedades muy similares a la congruencia de
los nimeros enteros. Una de las ventajas es que nos proporciona una
particion del grupo en clases de equivalencias. Bajo ciertas condiciones
sobre H, este conjunto de clases de equivalencias moédulo H se le podra
dotar de una estructura de grupo.

Definicién 3.6.1 Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Si a € G,
entonces la clase lateral derecha de a en H es el conjunto

Ha={ha | he H}.

Ejemplo: Sea G = S; el grupo simetrico de orden 6. Sea H = {I, ¢}
entonces las clases laterales derechas son:

Hy = {09}
Hy? = {y? ¢p?}
Hop = {o, ¢}
Hop? = {¢v? %}
HI = {¢, 99}
Ho = {1}

Definicién 3.6.2 Sea a € G, entonces la clase lateral izquierda de
a es el conjunto

aH = {ah | h € H}.

Ejemplo: Las clases laterales izquierdas de H en S3 son:

vH = {¢, 0%}
VPH = {y? ¢}
oVH = {ov,*}
oV?H = {¢v* ¢}
IH = {I,¢}

oH = {1}
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Definicién 3.6.3 Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Sean a y b
dos elementos de G. Diremos que a es congruente a b mddulo H y
lo denotamos

a=bmod H

siy sélo siab™' € H.
Ejemplo 1: Sea G = (Z,+)y H = (3%Z,+), entonces
a=bmod H,
significa que
a—beH,
luego
a—0b=3k, paraalgin ke Z
Luego se tiene la misma relacién de congruencia de niimeros enteros

a=bmod3

Teorema 3.6.1 Sea G un grupo y H < G, entonces la relacion de
congruencia modulo H, determina una relacion de equivalencia en G.

Demostracién:
1) Reflexiva: Sea a € G, entonces

aa ' =e€ H,
luego

a=amod H

2) Simétrica: Supongamos que a = b mod H, entonces ab™' € H.

Ahora bien, como H es un grupo, se tiene
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(abH ' =bateH

luego
b=a mod H

3) Transitiva: Supongamos que a = b mod H y b = ¢ mod H.
Luego
ab*eH v bc'ed.
Como H es un subgrupo de G, se debe tener
act = (abt)(bc ) € H
Luego
a=cmod H
Teorema 3.6.2 Para todo a € G, sea
la] ={x € G| x=a mod H}
Entonces

la] = Ha.

Demostracién: Sea = € [a], entonces

r=a mod H,

luego
ra ™t € H

1

por lo tanto existe h € H tal que xa™ = h, lo cual implica x = ha.

Por lo tanto = € Ha.
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Reciprocamente, supongamos que x € Ha. Luego existe h € H, tal
que x = ha. Luego za=!' = h y por ende x = a mod H. Con esto se
prueba que z € [a], lo cual da fin a la demostracion.

[ )
Observacion Si a es un elemento de G, el conjunto [a] se llama la clase
de congruencia médulo H. El teorema anterior nos dice entonces,
que toda clase lateral es igual a una clase de congruencia.
Seguidamente, probaremos que todas las clases laterales tienen el
mismo nimero de elementos.

Teorema 3.6.3 Sean a y b € G. Entonces

\Ha| = |Hb|.

Demostracién: Consideremos la funcién

¢ : Ha— hd
ha — hb

Entonces probaremos que ¢ es inyectiva.

Sean hy, ho € H. Si suponemos ¢(hia) = ¢(hea), se tiene que hib =
hob, v luego hy = ho.
Claramente ¢ es sobreyectiva y por lo tanto ¢ es biyectiva.

)

Definicién 3.6.4 Sea G y H un subgrupo de GG, entonces el nimero
de clases laterales de H en G se llama el indice de H en G y lo
denotamos por |G : H].

Corolario 3.6.1 Sea G un grupo, H un subgrupo de G. Entonces

G| =G : H][H| (3.5)
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Demostraciéon: Notar que todas las clases laterales derechas de G
tiene el mismo numero de elementos, en particular H mismo es una
clase lateral derecha pues

H = He

De aqui se deduce

|G| =numero de clases laterales x numero de elementos en H

= [G: H]- |H]
[ )
Nota: Si G es finito, entonces se tiene
()
G : H] = o(H) (3.6)

Observacion: La férmula (?77?) nos proporciona otra demostracion del
teorema de Lagrange.

Ejercicios

1)Sea G = (Zy5,+) y H=<3 >, K =<6 >. Hallar el orden de HK.

2) Sea GG un grupo finito. Sean H y K subgrupos de G de ordenes m y
n, respectivamente. Probar que H N K = {e}.

3) Sea G un grupo de orden 21 y H y K subgrupos de ordenes 3 y 7
respectivamente. Probar que HK = KH.

4) Sea G' un grupo, S un n subconjunto no vacio de G, y consideremos
So={s1...5,|s €85, 0s;' €S, ne N}

Probar que Sj es subgrupo de GG que contiene S y ademas Sy =< § >.

5)Sea G el grupo (Z,+)y S ={2,5}. Hallar el grupo generado por S
en G.
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6) Hallar las clases laterales de H =< 2 > en (Z,+).
7) Hallar las clases laterales de H = {1, —1} en (Q, )
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8) Demuestre que si m y n son enteros primos relativos, entonces el

grupo generado por ellos en (Z,+) es todo Z .

9) Sea m un entero positivo, y H =< m >. Hallar el indice de H en

(Z,+).
10) Hallar un subgrupo de indice 2 en (Q*,-).
11) Sea G = Sy ¥

H = {ce€S;|o(x) =z}
H = {¢eS,|¢(x) =2}

a) Probar que: H y K son subgrupos de S
b) Hallar: o(H) y o(K)

c) Hallar: HNK y o(HNK)

d) Calcule: #HK

e) Deduzca de d) que HK no es un subgrupo de G.

12) Sea G = Sy y

r1 — I3
To — X1
T3 — T2

Ty — T4

a) Calcular: o(f) y o(1))
b) Calcular: o(< 6 >)

T — T2
T9 — I3
€T3 — T4

Ty — T1

13) Sea G un grupo abeliano y g, g» elementos de G de orden 3 y 4

respectivamente ;Cuadl es el orden de g; - go7

14) Hacer el diagrama de subgrupos para Z,

15) Demuestre que todo grupo de orden 9 debe ser abeliano.
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Ayuda:

i) Considere un elemento g € G {Cual es su orden?

ii) Demuestre que G = HK, donde H y K son subgrupos de orden
3, de la forma H =< g1 >, K =< gy >.

iii) Demuestre que g192 = g2¢g1 y por lo tanto todos los elementos
de G' conmutan.

16) ;Cuantos grupos abelianos de orden 9 se pueden construir?

17) Sea G = (€*,-) el grupo de los niimeros complejos con el producto.
Sea W, = e*™/" v H, =< W,, >

a) Hallar el orden de H,.

b) Representar Hg en el plano complejo.

c¢) Represente el diagrama de subgrupo de Hg

18) Demuestre que un conjunto finito H, en un grupo G, es un grupo
si y solo si H es cerrado bajo la operacion establecida en G.



Capitulo

4

Isomorfismos

4.1 Introduccion

En el capitulo 1 tuvimos la oportunidad de estudiar una gran can-
tidad de ejemplos de grupos. Cada uno de ellos estaba formado por
elmentos tomados de algin conjunto en particular. Por ejemplo hay
grupos cuyos elementos son matrices, otros estan formados por niimeros
enteros, otros por simetrias de una figura plana, ..., etc.

Podemos estudiar estos grupos en abstracto, considerando tnica-
mente la forma como se multiplican los elementos. Cuando se construye
la tabla de multiplicaciéon de un grupo finito se esta haciendo precisa-
mente eso: recojer toda la informacion posible sobre la operacién en el
grupo, sin prestar atencion a la naturaleza misma de los elementos.

Es posible que dos grupos finitos del mismo orden tengan tablas
de multiplicacion diferentes: por ejemplo los enteros médulo 4 y el
grupo 4 de Klein. En el primer grupo hay un elemento de orden 4 y
en el segundo todos los elementos son de orden 2. Diremos entonces
que estos grupos no tienen la misma forma, o bien que ellos no son
isomorfos.

El concepto de isomorfismo es fundamental en toda la teoria de
grupos, pues permite unificar una gran cantidad de grupos bajo una
misma estructura en abstracto.

Cuando se consideran todas las posibles imagenes de un grupo G
bajo los isomorfismos de grupos, aparece el concepto de grupo normal.
Estos subgrupos normales de un grupo G, se definen usando el concepto
de clases laterales. Mds tarde se establece la conexién entre un grupo
normal y el homomorfismo cociente, cuando se estudien los teoremas
de Isomorfismo.

93
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Se concluye este capitulo con una exposicion del grupo de automor-
fismos de un grupo G y se dan algunos ejemplos en casos especiales.

4.2 Grupos Normales

Definicién 4.2.1 Sea G un grupo. Un subgrupo N de G se dice sub-
grupo normal de G si y solo si

gng € N, para todo g € G, n € N.

Lema 4.2.1 Sea N subgrupo de G. Entonces N es un subgrupo normal
sty solo st

gNg ' =N, para todo g € G. (4.1)

Demostracién: Sea N normal. Entonces
gng~' € N, paratodo n.
Luego gNg~!' C N. En particular
g 'Ng C N,
luego
N =g(g7'Ng)g™' C gNg~' C N,

y por lo tanto gNg=! = N.

Reciprocamente, si (?7) es cierto, entonces N es normal en G.

)

Observacion: Si G es un grupo abeliano entonces todo subgrupo N
de G es normal. Por lo tanto la nocién de normalidad carece de interés
cuando trabajamos con grupos abelianos.

Lema 4.2.2 Sea G un grupo y N < GG. Entonces N es subgrupo nor-
mal de G, si y solo si toda clase lateral derecha de G es una clase lateral
1zquierda.
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Demostracion: Sea N normal en (G. Consideremos la clase lateral
derecha Na. Entonces de acuerdo al lema 77

a 'Na=N
de donde Na = aN. Luego Na es una clase lateral izquierda.

Por otra parte, si g € GG, afirmamos que
gNg™' =N

En efecto, gN es una clase lateral derecha y de acuerdo a la hipdtesis
debe ser una clase lateral izquierda. Pero

g=ge € gN

y ademas
g=-eg € Ng.

Luego la tunica clase lateral izquierda que contienen a g es Ng, y
por lo tanto

gN = Ny,

y de aqui se obtiene
gNg ' =N.
[ )

Ejemplo 1: Consideremos G = S35, H = {e, ¢}. Calcularemos las
clases laterales izquierdas y derechas.

Solucién:
Hay tres clases laterales pues

[G:H]:g:&

Las clases laterales derechas e izquierdas vienen dadas por:
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H = {e ¢} H = {e ¢}
Hy = {, o9} VH = {1, 9o}
Hy? = {0t °H = {*P?¢ = ¢y}

Como la clase lateral derecha H no es igual a otra clase lateral
izquierda, se sigue que H no es normal.

Ejemplo 2: Sea G = S3 y N = {e,¢,v?}. Entonces se puede
verificar facilmente que H es normal en G, pues hay sélo dos clases
laterales derechas a saber, N y ¢N, las cuales son iguales a las tinicas
dos clases laterales izquierdas N y N¢.

4.3 Grupo Cociente

Sea GG un grupo y N un subgrupo normal de GG. Entonces el conjunto
de las clases laterales derechas de N en G, el cual denotamos por G/N,
se puede dotar de estructura de grupo.

En primer lugar, definimos una multiplicacién en G/N de la forma
siguiente:

G/N xG/IN — G/N (4.2)
(Na,Nb) — Na-Nb= Nab

Noétese que por ser N normal se tiene que el producto de dos clases
laterales derechas es de nuevo una clase lateral derecha, pues

Na-Nb= N(aN)b= N - Nab = Nab

Se pueden verificar los 4 axiomas de grupo para el conjunto cociente
G/N con la operacién asi definida:

1) Si Na y Nb son dos clases laterales, entonces

NaNb= Nab € G/N.
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2) Si Na, Nby Nc estan en G/N se tiene

Na(NbN¢) = Na(Nbe)
= Na(be)
= N(ab)c
= (NaNb)Nc

3) Si Na € G/N, entonces
Na-N =Na=N-Na

Luego N es el elemento neutro, para la multiplicacién de clases
laterales.
4) Si Na € G/N, Na=* € G/N y
Na-Na' = N(aa™') = Ne
Na™'-Na= N(a'a) = Ne

N
N
Teorema 4.3.1 Sea N normal en G, entonces G/N es un grupo y

o(G)
o(N)

o(G/N) =

Demostracién: Hemos probado que G/N es un grupo con la opera-
cién de multiplicacion dada en (?7)

Por otro lado el orden del grupo cociente G/N es igual al nimero
de clases laterales de G en N, el cual viene dado por el indice de N en
G, esto es:

|G/N| =[G : N]
De acuerdo a la férmula (??7), Capitulo 1 se tiene
o(G)
G/N| =
6/M = 23
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Ejercicios

1) Demuestre que si H es normal en G y N es un subgrupo normal de
G, entones NH es un subgrupo de G.

2) Sea G el grupo de matrices reales 2 x 2 de la forma

a b
c d

A:

con Ay = ad —bc # 0.

Consideremos el conjunto H de matrices en G, tales que

A =1, paratoda hée H.

Probar que H es un subgrupo normal de G.

3) Sea G un grupo y N un subgrupo de GG. Probar que N es normal si
cumple [G : N] = 2.

4) Sea G un grupo, a € G. Definimos el Normalizador de a como
N(a) ={r € G | za = ax}

Demuestre que
a) N(a) es un subgrupo de G.
b) N(a) es normal en G.

5) Sea G un grupo y H subgrupo de G. el Normalizador de H es el
conjunto

N(H)={r € G |zHz ' = H},

Probar que:

a) N(H) es un subgrupo de G.
b) H es un subgrupo de N(H).
c) H es normal en N(H).

6) Sea G un grupo, definimos el centro de G como

Z(G)={z€ G| xg =gz, Vg€ G}



4.3. Grupo Cociente 59

Probar que Z(G) es un subgrupo de G, el cual es abeliano.

7) Hallar los centros de los grupos siguientes:

i) 93, el grupo de simetrias de orden 6.

ii) Msy2(Q), grupo de matrices de orden 2 x 2 sobre los nimeros
racionales.

8) Sea G el grupo de enteros médulo 6 con la sumay H = {0,2}. Hallar
el grupo cociente G/H.

9) Sea S ={1,2,3,4} y H el subgrupo de A(S) formado por aquellos
elementos o, tales que (1) = 1 ;Es H normal en A(S)? Hallar el
normalizador de H en A(S).

10) Sea H como en 9) y consideremos la biyeccién

1 —1

2 — 2

3 — 4

4 — 3
Hallar el nromalizador de o en H.

11) Demuestre que Z(A(S)) = {e}.

12) Demuestre que si un elemento a € G, satisface gag™' = a®, para
algin s entero, entonces el grupo ciclico < a > es normal en G.

13) Hallar un subgrupo normal A(S), donde S = {1,2,3,4}.
14) Hallar un subgrupo normal en Djy.

15) Sea G un grupo y U un subconjunto de G. Si gug~! € U para todo
g € G, u € U, probar que (U) es normal en G.

16) Sea G un grupo, y U el conjunto

U={zyz 'y |2,y € G}

En este caso escribimos G’ = (U) y lo llamamos el subgrupo con-
mutador de GG. Probar
a) G’ es normal en G.
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b) G/G" es abeliano.

¢) Si G/N es abeliano, probar que N O G’

d) Probar que si H es un subgrupo de Gy H D G', entonces H es
normal en G.

4.4 Homomorfismos

Nos proponemos a definir ahora un cierto tipo de aplicacién entre
dos grupos, el cual sea compatible con las operaciones definidas en cada

grupo.

Sea f: (G,*) — (G,0) una aplicacién entre dos grupos. Si a y b
son elementos de GG, entonces a x b es un elemento de GG. Por otra parte
f(a) y f(b) son elementos de G, luego el producto de ellos f(a) o f(b)

estd en G.
La idea que buscamos es tener una funcién f con la propiedad de
hacer el siguiente diagrama conmutativo

Definicién 4.4.1 Sean (G, *) y (G, o) dos grupos. Una aplicacion
¢:G— G,
se llama homomorfismo de grupos, si y solo si
¢(axb) = ¢(a)o¢p(b) para todo a,b e G.

Observacién: Usualmente utilizamos la misma notacién para el pro-
ducto en ambos grupos entonces la condiciéon de homorfismo se escribe
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¢(ab) = ¢(a)o(b)
Ejemplo 1: Si G y G son dos grupos y € es el elemento neutro de G,
la aplicacion
o : G — G
r —> €

Se llama homorfismo nulo

Ejemplo 2: Sea (Z,+) los nimeros enteros con la suma y

¢ : (Z7+> - Z6

z  — g
se puede verificar que ¢ es un homorfismo de grupos.

Lema 4.4.1 Sea G un grupo y sea N un subgrupo normal de G. De-

finamos
¢ - G— G/N
¢(z) = N

entonces ¢ es un homomorfismo sobre.

Este homomorfimo se llama la proyeccién canénica sobre N

Demostracién: Sea x,y en GG. Entonces

¢(ry) = Nazy
= Nz-Ny
= ¢(z) 9(y)

con esto se demuestra que ¢ es un homorfismo. Ademas, si Nx € G/N,

se tiene que
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¢(x) = Nz, con z€G.

Luego ¢ es sobre.

[ )
Dos propiedades muy importantes de los homomorfismos son las
siguientes:

Lema 4.4.2 Sea ¢ : G — G un homomorfismo de grupos y e, € los
elementos neutros de G y G respectivamente. Entonces

1) dle) =e.
2) ¢(x~ 1) = [p(x)] !, para todo x € G.

Demostracién:

1) Tenemos que

¢(ee) = p(e)g(e),

por otra parte

¢(ee) = ¢(e)

Igualando ambas expresiones

Usando la ley de cancelacién en el grupo G se obtiene
¢e) =¢

2) Sea x € G. Entonces

= d@)o(z™)
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Luego el inverso de ¢(z) en el grupo G, viene dado por

[p(2)] ™ = (=)
)

Definicién 4.4.2 Sea ¢ : G — G, entonces el Kernel de ¢, o
nucleo es el subconjunto de G

kerp ={z € G | ¢(x) = e}.

Teorema 4.4.1 Sea ¢ : G — G un homomorfismo de grupos. En-
tonces ker ¢ es un subgrupo normal de G.

Demostraciéon: En primer lugar demostramos que ker ¢ es un sub-
grupo de G. Sean a,b € ker ¢, entonces:

¢(ab) = ¢(a)e(b)

= e’

luego ab € ker ¢.

Por otro lado, sea a € G, luego se tiene

¢la™') = ¢ '(a)

de donde
a ' €kero

Por lo tanto ker ¢ es un subgrupo de G.

Finalmente para demostrar la normalidad, sea ¢ € G y n € ker ¢.
Luego
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Luego hemos demostrado

g 'ng Ckerp, Vn €ker¢
Por lo tanto
g 'kerpg Ckergp Vg eG.

Asi pues ker ¢ es normal en G.

)

Definicién 4.4.3 Un homomorfismo de grupo ¢ : G — G se dice
isomorfismo si y sélo si ¢ es una biyeccion.

En tal situacién diremos que los grupos G' v G son isomorfos y lo
denotamos por

G~dG.

Proposicién 4.4.1 Sea ¢ : G — G un isomorfismo, entonces la a-
plicacion inversa ¢~ : G — G es también un isomorfismo.

Demostracién: En efecto, sea 3,7, € G, luego existen xy, 2 € G
tales que

Y1 =d(11), Y2 = d(2)

luego
¢ (nye) = ¢ (B(z1)B(x2))
= ¢ (d(r122))

T1T2

= ¢ (y)o (y2)
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Proposicién 4.4.2 Sean G, G y G tres grupos y
6:G—G vy v:G—G
isomorfismos, entonces la composicion
oY G — G

es también un isomorfismo.

Demostracion: Sean x,y € (G, entonces

p(zy) = V(o(x

Luego ¢ es un homomorfismo. Como ¢ y 1) son aplicaciones biyec-
tivas entonces ¢ es biyectiva. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo.

[ )

Observaciéon: La relacién de isomorfismo es una relacién de equiva-
lencia en el conjunto de todos los grupos. Esto puede ser demostrado
usando las dos proposiciones anteriores.

Teorema 4.4.2 (Primer Teorema de Isomorfismo)
Sea ¢ : G — G un homorfismo sobre, con ker ¢ = K. Entonces

G/K ~G.

Demostracion: Consideremos el siguiente diagrama.

donde

™ G — G/K
g — Ky
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es la aplicacién proyeccion.

Definimos
v . G/IK — G
Kg — ¢lg)
1) Probaremos en primer lugar que v esta bien definida.
Sean
Kg = Kgo, entonces glggl e K
luego

d(gg, ') =€

y de esto se deduce

¢(g1) = &(92),
lo cual implica

V(Kg1) = Y(Kgs).

2) ¢ es un homomorfismo

V(K g1 K go)
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3) ¢ es 1:1
Sea Kg € ker v, luego
W(Kg) = ¢(g) =¢é

Esto implica que g € ker ¢ = K. Luego Kg = K, elemento neutro
en G/K.

4) 1 es sobre.
Sea g € G, debemos demostrar que existe Kg € G/K tal que

Y(Kg) =g

Ahora bien, como ¢ es sobre, existe g € G tal que

o(9) =g

Luego tenemos

W(Kg) = ¢lg) =7
por lo tanto v es sobre.
Hemos probado que % es un isomorfismo.

[ )

Teorema 4.4.3 (Sequndo Teorema de Isomorfismo)

Sea ¢ : G — G un homomorfismo de grupos, con ker ¢ = K. Bajo
estas condiciones tenemos

1) Si H un subgrupo de G y definamos

H=¢"'(H)={g€G |y € H}

Entonces

i) KCH.

ii) H es un subgrupo de G.

i) Si H es normal en G, H es normal en G.

II) Si L un subgrupo de G y K C L, entonces

L= (L)
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es un subgrupo de G y B
L=¢(L).

Luego existe una correspondencia biyectiva entre los conjuntos

A={H | H subgrupo de Gy K C H}

B={H | H subgrupo de G}

Demoiracién I: B
i) Sea H un subgrupo de G. Probaremos que K C H. En efecto, si
g € K se tiene

¢(g) =é€ H,
Luego g € ¢~ '(H), y por lo tanto K C H.
Probaremos que H es un subgrupo de G.

ii) Sean g¢1,9o» € H, luego ¢(gq1) € H, ¢(g92) € H y entonces

#(9192) = &(g1)9(g2) € H, pues H es un grupo.

Por lo tanto
q192 € H

También, si g € H, ¢(g) iﬁ y por lo tanto el inverso de este
elemento, [¢(g)]~! pertenece a H

Luego

g7 ) =[o(g) ' € H

Por lo tanto g=! € H. Asi pues, hemos demostrado que H es un
subgrupo de G.

iii) Supongamos que H es normal en G. Sean h € H y g € G. Entonces

o(ghg™") = o(g)o(h)e(g™")
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donde g = ¢(g), h = ¢(h). Se tiene entonces

d(ghg™") € H
por ser H normal en G. Luego

ghg™' € H

y de esto se sigue que H es normal en G.

Demostracion II: Sea L un subgrupo de G que contiene a K. En-
tonces definimos su imagen bajo ¢

L={¢(g) | gL}
entonces es facil probar que L es un subgrupo de G

Por otro lado, sea L un subgrupo de G y consideremos T = {g €
G | ¢(g) € L}. Entonces afirmamos que

T=L.

En efecto, si g € T se tiene que ¢(g) € L, y luego existe ¢; € L tal que
o(l1) = ¢(g). Entonces

P(l)d(g™") =e,

por lo tanto
tgte KCL

Luego existe ¢ € L, tal que

g™t =ty
lo cual implica
g = 62_161 €L
Hemos demostrado T'C L

Por otro lado, si £ € L, entonces ¢(¢) € L, luego £ € T. Con esto se
prueba que L C T. Esto es

T=1L
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Teorema 4.4.4 (Tercer Teorema de Isomorfismo)
Sea ¢ : G — G un homomorfismo sobre, con ker ¢ = K. Sea N
un subgrupo normal de G y N ={g € G | ¢(g9) € N}. Entonces

G/N ~G/N

y ademas
G/K
G/N 7]\/’/[(

Demostracion: Tenemos el diagrama

Definamos

v : G — G/N
g — No(g)
Entonces se puede probar que 1 es un homomorfismo sobreyectivo.
. Quién es el kery?
Sea g € ker). Luego
U(g) = No(g) = N
esto es ¢(g) € N, luego g € N, por lo tanto

kery = N
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Entonces por el primer teorema de los homomorfismos de grupos se
concluye

G/N ~

=

Por otro lado, sea la aplicacién

¢ : G/IK — G/N
Kg — N¢(g)

Entonces ¢ es un homomorfismo de grupos, el cual es sobre, pues ¢
lo es.

;Quién es ker ¢? - - -

Sea Kg € ker¢, entonces No(g) = N y por lo tanto ¢(g) € N.
Luego g € N y de aqui se concluye

kerog={Kg | ge N} = N/K

Entonces aplicando nuevamente el primer teorema de los isomorfis-
mos a ¢, se concluye

G/K/N/K ~G/N

Ejemplo 1: Sea G el grupo aditivo de los nimeros enteros, (Z,+)
y 10Z el subgrupo de los miiltiplos de 10. Como G es abeliano, todos
sus subgrupos son normales. Luego se pue formar el grupo cociente
Z /10Z. Veamos como se obtiene dicho grupo, por medio de un ho-
momorfismo.

Consideremos la aplicacion

r — T

donde T es la clase de congruencia médulo 10 de x. Entonces se puede
verificar que ¢ es un homomorfismo de grupos. Sea y € Kerg, luego
¢(y) =y = 0, lo cual implica que y = 0 mod 10. y por lo tanto
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y € 10Z. Reciprocamente, si y € 10Z se deduce que y € Ker¢. Por
lo tanto concluimos que Ker¢ = 10Z.
Aplicando el primer teorema de los isomorfismos se tendra:

Z10Z ~ Z,,.

Sea ahora H =< 2 > el subgrupo de Z,, generado por la clase 2.
;Cudl es la imdgen inversa de H bajo ¢? Afirmamos que ¢ 1(H) = H
donde H = 2Z . En efecto, si x € H, entonces T es congruente modulo
10 a alguna de las clases 0, 2, 4,6, 8. Por otro lado, se debe tener
x = 21+ 10k, para algunos ¢, k enteros y de aqui se deduce que x es par.
Luego = € 2% . También se demuestra facilmente que 2Z C ¢—1(H).
Luego la afirmacion es valida.

Entonces, usando el tercer teorema de los isomorfismos concluimos

Z2Z =~ Z/lOZ/2Z/1OZ

y ademas

ZRZ ~ XZ,,/H
Ejercicios
1) Demuestre que la relacién de isomorfismo es una relacién de equiv-

alencia en el conjunto de todos los grupos.

2) Sea ¢ : G — G un isomorfismo. Probar que si G es ciclico entonces
G debe ser ciclico.

3) Demuestre que si G; y G5 son dos grupo finitos isomorfos, entonces,

G| = |Gl

4) Sea G el grupo de los nimeros complejos, distintos de cero, bajo el
producto. Sea H el conjunto de todos los Z € G tales que

7"=1

a) Demuestre que H es un grupo finito de orden 7.
b) Demuestre: H ~ (Z.,+).
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5) Sea ¢ : G — G un isomorfismo de grupos. Entonces probar:

a) o(g) = o(¢(g)) para todo g € G.
b) G es abeliano si y sélo si G lo es.

6) Demuestre que (Z,+) y (2Z,+), el grupo aditivo de los enteros
pares, son isomormofos.

7) Demuestre que (Z,+) y (Q,+) no son isomorfos.
8) Demuestre que los grupos de ordenes 4; Z, y V no son isomorfos.

9) Demuestre que el grupo de simetrias del cuadrado y el grupo diédrico
son isomorfos.

10) Demuestre que el grupo de rortaciones de un poligono regular de n
vértices es isomorfo a (Z,, +).

11) {Cuantos homomorfismos hay de Z en Z? ; Cuédntos isomorfismos
hay?

12) {Cuéntos homomorfismos hay de (Z,+) en (Z,,+)?
13) Demuestre que (Z,+) no es isomorfo a Z x Z .

14) Sea G un grupo y a € GG. Defina una aplicacién ¢ : Z — G, que
n — a" ;Qué posibilidades hay para el ker ¢7

15) Halle un subgrupo de Z x Z isomorfo a Z .

16) Sea ¢ : (Q,:) — (Q%,), * — |z|. Demuestre que ¢ es un
homomorfismo sobre ;Cudl es el ker ¢?

17) Demuestre que Ujq es isomorfo a (Z,, +).
18) Demuestre que (IR, +) es isomorfo a (IR*, ).

19) Sea G un grupo ciclico de orden m. Demuestre que G tiene ¢(m)
generadores.

20) Demuestre que S5 no es isomorfo a (Zg, +)
21) Demuestre que todo grupo ciclico de orden n es isomorfo a (Z,,, +).
22) Demuestre que todo grupo ciclico infinito es isomorfo a (Z,+).

23) Sea H = (6Z,+) el conjunto de enteros multiplos de 6. Demuestre
usando el primer teorema de isomorfismos que
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Z6Z ~ Z,

24) Sea G el grupo diédrico, definido por los simbolos z'y’ sujeto a las
relaciones

Probar que:

a) El subgrupo N = {e,y,y?,...,y" '} es normal en G.

b) G/N ~ W, donde W = {1, —1} subgrupo de los nimeros reales
bajo la multiplicacién.

25) Sea G el grupo diédrico de orden 4, el cual lo denotamos por Djy.
Los elememntos de D, son los simbolos x'y’ con

z? = e, y4 =e, xy:y_lx

Hallar un subgrupo de Sy tal que sea isomorfo a Dj.

4.5 Grupos de Automorfismos

Definicién 4.5.1 Sea G un grupo. Una aplicacion ¢ : G — G, la
cual es un isomorfismo, se llama un automorfismo de G.

El conjunto de todos los automorfismo de G, se denota por A(G)

Teorema 4.5.1 Sea G un grupo. Entonces A(G) es un grupo.

Demostracién: Sean ¢y, ¢3 € A(G). Entonces

P192(zy) = b1(7y)Po
= [d1(z)d1(y)]¢2
= ¢102(7)P12(y)
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Luego
qblgbg € A(G), Va:,y eG

Ademds si ¢ € A(S), ¢! existe y es biyectiva. Sean 1,70 € G.
Luego

Como ¢ es inyectiva, se tiene entonces

o (1y2) = 07 (1) o ().

Con esto termina la demostracidn.

)

El problema que vamos a atacar ahora es el de determinar el con-
junto A(G), dado un grupo G.

Ejemplo 1: Si G es abeliano entonces la aplicacion

o : G — G

r — a7t

es un automorfismo.

Ejemplo 2: Si GG es no abeliano entonces para cada g € GG, definimos
T, : G — G
r — g lug

Entonces T'g es un automorfismo (verificarlo!) llamado automor-
fismo interno de G.
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El conjunto de los automorfismo internos de G, sera denotado por

1(G)
Teorema 4.5.2 Sea G un grupo cualquiera, entonces

I(G) ={Ty | g € G}
es un subgrupo del grupo A(G), de automorfismos de G.

Demostracién: Sean T},,7,, € I(G). Luego

Ty, Tg(x) = (gflxgl)ng
= 9591 Tg192
= (9192) '2(9192)
= T,4p(x) Vel

Luego

T Tge =Tg192 (4.3)
y por lo tanto I(G) es cerrado bajo el producto. Ademads si T'g € 1(G)
TgTg ' =Te=1, porlaférmula (??)
Luego
(Tg)~' =Tg™" € I(G.)
[ )

Definicién 4.5.2 Sea G un grupo. Un subgrupo H de G se llama
subgrupo caracteristico, si para todo automorfismo T de GG, se tiene
T(H)C H.
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Observacién Si H es un subgrupo caracteristico de GG, entonces H es
normal en G. Para ver esto, sea g € (. Entonces el automorfismo
interno T, : G — G satisface T,(H) C H. Luego se tiene ghg™* € H,
para todo h en H. Por lo tanto H es normal.

El reciproco de este resultado no es cierto en general. Existen sub-
grupos normales que no son caracteristicos, como se vera en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1: Sea G = Z X Z con la operaciéon de suma de coorde-
nadas. Sea H = 2Z x 3Z, el cual es un subgrupo de G, y ademas
es normal. Sin embargo, H no es caracteristico, pues al considerar el
automorfismo

o : @& — (
(a,b) — (b, a)

no se tiene T(H) C H. Sea G un grupo cualquiera entonces el centro
de G es el conjunto

Z={x€eG|xg=gzxVgeqG}

Se puede verificar que Z es un subgrupo normal de G.

Teorema 4.5.3 Sea G un grupo y I(G) el grupo de automorfismos
internos. Entonces
I(G)~G/Z.

Demostracion: Sea
¢ G — I(G)
g — Tg

Entonces ¢ es un homomorfismo sobreyectivo.
En efecto, sean g1, g2 € G. Luego

&(9192) = Ty, = Ty, Ty, por férmula (?7)
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Ademas ¢ es sobre.

Por otro lado, si g € Z entonces es claro que T, = 1 es la identidad.
Luego

Z C ker¢
Si g € ker g entonces

Tg(r) =g 'vrg =z, paratodorcG.

Luego

xg = gr, paratodoz e G

lo cual implica que

ker¢p C 7

Por lo tanto hemos demostrado que Ker(¢) = Z, y usando el primer
teorema de los homomorfismos, se concluye

G/ ker ¢ =~ I(G)
Luego
G/Z ~ I(G)

)

A continuacién, determinaremos todos los automorfismos de un
grupo ciclico G, de orden r.

Teorema 4.5.4 Sea G =< g > un grupo ciclico de orden r. Entonces

A(GQ) = U,, donde U, es el grupo de enteros mddulo r con la multipli-
cacion.
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Demostracién: Sea T' € A(G), entonces si g es un generador se tiene
T(¢") =T'(g) paratodo 1 <i

Luego para determinar un automorfismo 7', basta con determinar

la imagen de T'(g).

Ahora bien, como T'(g) debe tener el mismo orden que g, se tiene
que T'(g) es un generador de G.

Luego la aplicacion

v o AG) — U,

i —

donde T;(g) = ¢" es un isomorfismo (verificarlo!).

Ejercicios

1) Hallar todos los automorfismos de Z,.
2) Demuestre que A(Z) ~ Z,
3) Demuestre que para G = Sj se tiene I(G) ~ S3

4) Sea G un grupo y G’ el subgrupo conmutador. Probar que G’ es un
grupo caracteristico.

5) Sea G un grupo de orden 9, generado por los elementos a, b, donde
a® = b® = e. Hallar todos los automorfismos de G.
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Capitulo

5)

Permutaciones

5.1 Introduccion

Las permutaciones son el ejemplo de grupo finito que més se uti-
liza dentro de la teoria de grupos. Su importancia se debe a que todo
grupo es isomorfo a un grupo de permutaciones, por un lado, y por
otro, el grupo de las permutaciones de las raices de un polinomio, per-
mite determinar la solubilidad de una ecuacién algebréica asociada a
él, resultado este que se conoce con el nombre de Teoria de Galois.

El problema de la resolucién de ecuaciones algebraicas de grado
superior a 4, fue atacado por el matematico Noruego Niels Henrik Abel
(1802-1829) quien en 1824 public6é una memoria titulada “ Sobre la Re-
solucion de Ecuaciones Algebrdicas’, en donde se da la primera prueba
de la imposibilidad de resolver en general la ecuacién de grado 5, usando
radicales.

Dicho en otras palabras, Abel probd que no existe una férmula ge-
neral para resolver ecuaciones de grado mayor que 4.

Anteriormente Carl F. Gauss habia resuelto un famoso problema,
planteado desde la época de los griegos sobre la posibilidad de construir
con regla y compas un poligono regular. Este problema se reduce a
resolver la ecuacion

ax"+b=0

con a y b enteros, usando raices.

El matematico francés Evarist Galois (1810-1832) inspirandose en
ambos trabajos, se planted el problema atiin mas general:

Dar un criterio para solubilidad de la ecuacién

ant" + ap_ 12" P4+ Far+ag=0 (5.1)

81
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por medio de radicales.

Galois obtuvo un método muy interesante, que ha sido uno de los
aportes mas grandes a la matemaqtica, y en donde el grupo de permuta-
ciones de las raices del polinomio en (?7) nos da toda la informacién
necesaria. Este resultado dice “La ecuacidn (7?) es soluble si y sélo si
el grupo de permutaciones de las raices es soluble”.

Al final de este capitulo se da una demostracién completa de la
simplicidad de los grupos alternantes A, para n > 5, lo cual prueba
que estos grupos no son solubles y este resultado es asi, equivalente a
probar que la ecuacién (??7) no se puede resolver por radicales.

5.2 Teorema de Cayley

En 1854 el matemético inglés Arthur Cayley (1824-1895) escribi6
un articulo titulado ” Notas sobre la teoria de permutaciones’, donde
se demuestra uno de los teoremas mas importantes de toda la teoria de
grupos.

Dicho teorema establece que todo grupo finito es isomorfo a algin
grupo de permutaciones. FKEsto demuestra el poder unificador de la
teoria de grupos, al poder condensar en un solo grupo abstracto, todos
los grupos provenientes de las distintas areas de matematica.

Teorema 5.2.1 (Cayley) Sea G un grupo finito. Entonces G es iso-
morfo a un grupo de H, donde H, es un subgrupo de S,, para algin
n.

Demostracion: Consideremos a G como un conjunto solamente y sea
A(G) el grupo de aplicaciones biyectivas de G en si mismo. Para cada
g € G se tiene una aplicacion

¢y + G — G
r — g

¢4 se llama una traslacién a la derecha inducida por g. Es facil
verificar entonces que ¢, define una biyeccién y por lo tanto ¢, € A(G)
para todo g en G.
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Luego tenemos una funcion

o G — AG)
g — @

Afirmamos que ¢ es un homomorfismo de grupos. En efecto, sean
g1, g2 en G. Luego

o(9192)() = (9192)%
= gi(g27)
= G104, (T)
= 04 (dg (7))
= ¢91¢92(x)

Por lo tanto

¢(9192) = (g, Pgy = ¢(91)¢(92)

Ademas ¢ es inyectiva. Supongamos que ¢(g) = I. Luego ¢,4(x) = =
para todo = en G, y por lo tanto ¢,(e) = e, lo cual implica ge = e, de
donde g = e.

Si tomamos H la imagen de ¢, en A(G), entonces se tiene que

G~ H

Observaciéon: El teorema de Cayley, si bien es muy importante desde
el punto de vista tedrico, no tiene mucha aplicacion practica, pues el
grupo A(G) es inmenso comparando con G. Por ejemplo, si el or-
den de G es 20, entonces A(G) tiene orden 20! ;Cémo hacemos para

hallar este pequeno grupo de orden 20 dentro de un grupo de orden
24329020081766400007

5.3 Descomposicion Ciclica

Sea S un conjunto finito de n elementos. Estudiaremos en detalle
el grupo de permutaciones de S, el cual se denota por A(S).
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Sea S = {z1,...,x,} entonces si # es una permutacién de S pode-
mos representarla en la forma

xl x2 o .. xn
0 = ,
Tiy Liyg . Tj,

donde Ozy = x;,,0x9 = x4y, . .., etc.

Podemos simplificar esta notacion, eliminado las x, para obtener

0 —
11 19 ... 1y

Asi pues una permutacién del conjunto S, se puede representar,
sin ambigiiedad, por una permutacién del conjunto {1,2,...,n}. El
conjunto de estas prmutaciones se denota por S, y se llama Grupo
Simétrico de grado n.

Observacion: Cuando se tienen dos permutaciones 6 y 7 en S, el
producto 07 se interpreta de la forma siguiente:

para todo m € {1,2,...,n}.

Es decir, convenimos en “leer” el producto de permutaciones de
izquierda a derecha. Otros autores lo hacen en sentido contrario, pero
en todo este trabajo usamos siempre la misma convencion.

Por ejemplo si 6,7 en Sg son de la forma

s_ (1234556
231456

123456
T =
341 256

Entonces
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1 2 3 4
0T =
41 3 2

ot Ot
(o) BN e
v

1 2 3 4
T0 =
(1 4 2 3

ot Ot
(o> I e}
\_/

Notese que

Ot # 1.

y por lo tanto S, no es abeliano, para n > 2.

Definicién 5.3.1 Sea 6 € S,, y m un elemento del conjunto

{1,2,...,n}.
Diremos que la permutacion 0:
1) Mueve a m si (m) #m
2) Fija a m si O(m) = m.

Observacién: El conjunto de los elementos de {1,2,...,n} que son
movidos por una permutacién o, se denota por A, y se llama el soporte
de la permutacion.

Por ejemplo, si o y 0 son las dos permutaciones dadas con anterior-
idad, tendremos:

A, ={1,2,3} y Ay ={1,2,3,4}

Definicién 5.3.2 Dos premutaciones o y 6, se dicen permutaciones
disjuntas, si A, N Ay = ¢.

Ejemplo: 1 En Sy consideremos las permutaciones

s_ (123450
321456
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123 456
o =
1 236 5 4
entonces 6 y o son disjuntas.

Teorema 5.3.1 Sean 60, y 605 permutaciones disjuntas en S,,. Entonces
ellas conmutan, es decir
‘9192 - 9291.

Demostracién: Sea m € {1,2,...,n} y consideremos las tres posibi-
lidades:

1) 0, y 05 fijan a m.
2) 0y mueve a m.
3) 61 mueve a m.

1) En este caso se tiene

9162(77@) =m = 8291 (m)

luego ellas conmutan.

2) Supongamos 01(m) = m y 02(m) = k con k # m. Entonces 0;(k) =
k, pues 0y mueve a k.

Luego

0102(m) = 92(77’2) =
9291(m) = (91(]6‘) =

es decir

9192(7’77,) = 9201 (m)

3) Si 01(m) =t, con t # m, se tiene que Oy(m) = m.
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Ademas 05(t) = t, pues 6; mueve a t. Luego

9192(m) 92(t> =

= t
0291(771) = Hl(m) =t

esto es
9192(7’71) = 9291(m)
Por lo tanto hemos probado que

0105 = 090,

87

)

Definicién 5.3.3 Una permutacion 6 € S,, se llama un ciclo, si exis-

ten elementos s1, Sa,...S, en el conjunto {1,2,..., s} tales que

1. Se tienen las relaciones 0(s1) = sa, 0(s3) = s3...0(sk—1) = sk ¥

O(sk) = s1.

2. La permutacion 0 deja fijo a todos los elementos de {1,2,... n}

distintos de los s;.

Para expresar la permutacion anterior, se usa la notacion ciclica.

0 = (s1,82,.-.,Sk)

Definicién 5.3.4 El entero k en la definicion de arriba, se llama la

longitud de la permutacion

Ejemplo: 1 La permuatcién o € S7; dada por

1234567
o =
51 3 4 7 6 2

es un ciclo, ella se denota por o = (1, 5, 7, 2)



88 Capitulo 5. Permutaciones

Definicién 5.3.5 Sea 6 una permutacion de S, y s € {1,2,...,n},
entonces el conjunto

0, = {5,0(s),0%(s),...}

se llama la 6rbita de s bajo la permutacion 6.

Lema 5.3.1 Para todo s € {1,2,...,n} existe un entero positivo k, el
cual depende de s. tal que

0, = {5,0(s),...,0"*(s)}.

Demostracion: Nétese que el conjunto
5,0(s),0%(s),...,0™(s),...

es finito.

Luego debe haber repeticiones entre estos elementos y por lo tanto
existen subindices 7,7 con i < j tales que

0'(s) = 07 (s)
es decir,
0" (s) = s

Luego si, se toma t =1¢ — j y por lo tanto se cumple

0'(s) = s
Sea
k =min{t | 0'(s)}
Afirmamos que los elementos s, 0(s), ..., 0% 1(s) son todos distintos.

En efecto, si hay una repeticién, digamos para h < ¢, con 0 < h < ky
0</l<k
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entonces
() =s, vy 0<l—h<k

Esto contradice la minimalidad de k y por lo tanto 6"(s) y 6(s) son
distintos.

Por otro lado, si n es cualquier entero positivo, se tiene

n=p-k+r, con 0<r<k

y por lo tanto

Qn(s) — 0p~k‘+r(s)
SAGO)
= 0'(s)

Con esto se da fin a la prueba.

)

Observacién: Si 6 es una permutacién en S, entonces la relaciéon en
5

S1 ~ S9 < S§1 = 01(82),
para algin ¢ entero, es de equivalencia.

Ademas cada clase de equivalencia es una 6rbita de la permutacion.
El conjunto {1,2,...,n} queda asi dividido en la unién de érbitas dis-
juntas.

Cada orbita de @ origina la permutacion

(s, 0(s),. .. ,06_1(s)>
Este tipo de permutacion se llama un ciclo.

Ejemplo: Consideremos la permutacion
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g (1234567809
348597612

Entonces las distintas érbitas son

91 = {17378}
0y = {2,4,5,9}
O = 16,7}

y los ciclos correspondientes vienen dados por:

C1 = (]_, 3, 8)
e =1(2,4,5,9)
C3 = (6, 7)

Teorema 5.3.2 Toda permutacion se escribe como un producto de ci-
clos disjuntos.

Demostracién: Descomponer el conjunto {1,2,...,n} en la unién
disjuntas de sus dérbitas. Luego formar los ciclos ¢y, ..., ¢.

Afirmamos que

0:01...Ct

En efecto, sea s € {1,2,...,n}. Entonces s aparece en sélo uno de
los ciclos, digamos ¢;, luego

croc(s) = ei-eci(s)
= ¢y C¢_1(9(S))
= 6(s)
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Definicién 5.3.6 Un ciclo de longitud 2 se llama una transposicién.

Nota: Sifeselciclod = (sq,...,s;), entonces se demuestra la férmula:

0 = (s1,52)(s1,83) -+ (51, 5¢) (5.2)
Teorema 5.3.3 Toda permutacion se puede escribir como un producto

de transposiciones.

Demostracion: Hemos probado que toda permutacion se escribe como
un producto de ciclos. Si ahora usamos la férmula (??), para descom-
poner cada ciclo como un producto de transposiciones, se obtiene el
resultado deseado.

)

Ejemplo: La permutacién 6 del ejemplo anterior, puede ser descom-
puesta en ciclos:

0 = (1,3,8)(2,4,5,9)(6,7)
= (1,3)(1,8)(2,4)(2,5)(2,9)(6,7)

Ejercicios

1) Sean € y 7 las permutaciones en Sy dadas por
0 1 2345678
73426518

123456 78
T =
283645 71
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Hallar

2) Sea A el conjunto de permutaciones en Sg que conmutan con la
permutacion € = (1,2,4). Probar que A es un subgrupo de Sg. ;Cuél
es el orden de A?

3) Probar que el orden de un ciclo en S, es igual a su longitud.

4) Probar la férmula en S,

(1,2,....,n) ' =(n,n—-1,n—-2,...,2,1)

5) Sea 6 € S,. Sean a,b en {1,2,... n} y diremos que a y b estdn
relacionados si

a = 0"(b)
para algin t € Z. Probar que ésta relacion es de equivalencia en
{1,2,...,n}.
6) Calcule el nimero de 6rbitas de 0 = (3,5,7) en Sy.

7) Sean 6, y 0y dos ciclos disjuntos de ordenes m y n con (m,n) = 1.
Probar que el orden de 6160, es mn.

8) Sean 0y, ...,0 ciclos disjuntos de ordenes my,...,my ;Cudl es el
orden de 6;...,0,".

9) Sea G = D, el grupo diédrico de grado n. Hallar la representacion
de este grupo como un grupo de permutaciones en .S,,.
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5.4 Grupo Alternante

Definicién 5.4.1 Una permutacion 0 en S, se llama permutacion
par st se puede descomponer como un numero par de transposiciones.

Si una permutacion se descompone como un nimero impar de trans-
posiciones, entonces diremos que es impar.

Una permutacién no puede ser par e impar a la vez, como veremos
a continuacion:

Teorema 5.4.1 Sea 6 € S,, una permutacion. Entonces 6 no puede ser
descompuesta como un producto de un numero par de transposiciones
e impar de transposiciones simultaneamente.

Demostracion: La prueba la dividimos en dos casos:

Caso I: Si 0 = [ la permutacion identidad. Entonces afirmamos que 6
solo puede ser descompuesta como un nimero par de transposiciones.

En efecto, si

I'=oay- - (5.3)

donde cada «; es una transposicion, probaremos que k debe ser par.

Sea s un entero en el conjunto {1,2,...,n} tal que s es movido
por algunas de las transposiciones en (??) y supongamos que «; es la
primera transposicion que mueve a m. Entonces, debe ser 7 < k, pues
si la dltima transposicion mueve a m, y ninguna de las anteriores lo
hace, el producto en (??) no es la identidad.

Sea oj = (m,x), donde x € {1,2,...,n}. Entonces tenemos dos
posibilidades para la siguiente permutacién a la derecha «;, la cual
denotamos por o .

1) Si orj4+1 mueve a m, entonces el producto a;a,41 se reduce a algunos
de los siguientes casos:

Il
~

Q1 = (l‘, m) (56', m)

ajaji = (z,m)(y,m) = (z,y)(x,m)
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2) Si aj41 no mueve a m, entonces el producto ooy se expresa de
alguna de las dos formas

(y, z)(x,m)
(z,9)(y,m)

ajaj = (z,m)(y, 2)

ajaj = (2, m)(z,y)

En conclusion se tiene que «j;1 es la primera transposicion que
mueve a m o bien m desaparece en (?77?), eliminando dos transposiciones.
Continuando este proceso se pueden cancelar todas las transposiciones

n (7?), hasta tener la identidad en ambos lados. Luego k debe ser par.

Caso II: Sea 6 una permutacion cualquiera en S,, y consideremos dos
n
posibles descomposiciones de esta, como producto de transposiciones

0=ar-ap=01-5

Luego

097 = e an(Br )
= al...akﬁt—l...ﬂl—l

= ar-apf B

pues [; es una transposicién, y por lo tanto
Bt =B
luego se tiene

I'=ayq---apb--- i,

y usando el primer caso se concluye que o + ¢ debe ser par. Luego o y
t deben ser ambos pares o impares.

Definicién 5.4.2 Una permutacion 0 en S, se dice par (respectiva-
mente impar) si 0 se puede expresar como el producto de un nimero
par (respectivamente impar) de transposiciones.
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El producto de dos permutaciones pares es de nuevo una permuta-
cién par. Ademds si 6 es par, su inverso 8! es también una permutacién
par.

Luego el conjunto de las permutaciones pares de S,, es un grupo
el cual se denomina Grupo Alternante de grado n y se denota por
A,.

Teorema 5.4.2 El grupo alternante A,,, es un subgrupo normal de S,
y tiene orden

o(A,) =n!/2

Demostracién: Sea U el grupo formado por 1 y —1 bajo el producto
de los nimeros enteros. Consideremos la aplicacién

p:8, —U

1, si 0 es par
p(0) = . .
—1, si 6 esimpar

Entonces se puede verificar facilmente que ¢ es un homomorfismo
de grupos, el cual es sobre. ;Quién es el Kernel de ¢?

Tenemos que ker ¢ son exactamente aquellas permutaciones pares,
esto es el grupo A,,. Ademas por el primer teorema de los isomorfismos,
obtenemos

Sn/kerp = S, /A, = U,

luego

o(S,/A,) = o(U) =2

pero
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y de esto se concluye

5.5 Simplicidad de A, (n >5)

En esta seccién se demuestra uno de los hechos mas resaltantes
sobre el grupo de permutaciones, como lo es la simplicidad del grupo
alternante A,,, para n > 5.

Este resultado tiene profundas y sorprendentes concecuencias cuando
se considera el grupo de permutaciones de las raices de un polinomio de
grado mayor o igual a 5 sobre los racionales. La simplicidad de A, en
este contexto implica la imposibilidad de obtener dichas raices usando
radicales.

Sin embargo no podemos estudiar con detalle esta aplicacién. Para
la misma se requieren algunos conocimientos de la teoria de cuerpos
que no estan a nuestro alcance en este momento.

Definicién 5.5.1 Un grupo G se dice simple si no posee subgrupos
normales diferentes de los triviales.

Lema 5.5.1 Sean ¢ = (1,2) y¢ = (1,2,...,n). Entonces S, es gene-
rado por estas dos permutaciones.

Demostracion: La prueba se hard en varios pasos:

1) Demostraremos que ¢, 1) generan todas los transposiciones
(1,2),(1,3),...,(1,n)

2) Probaremos que esas transposiciones generan todas las transposi-
ciones.

3) Luego cada o € S, al ser generada por un producto de transposi-
ciones, es generada por ¢ y 1.
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Iniciamos la demostracion calculando algunos valores de =" )",

V(1) = (n)ey

Vlop(2) = (L)ey

VeY(3) = (2)ey

|
—~

—_
~—
<

Sid<s<n

Yled(s) = (s—1)gy

Luego hemos probado

vTlep(l) = (2,3)

En general, probaremos la férmula
Yt = (PR(1),94(2)) (5.4)
Es mads, si ¢ es cualquier ciclo ¢ = (aq,...,as). Entonces se tiene

Vot = (W8 (@), ... ¥¥(as)) (5.5)
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para todo k, 1 < k < n.

Para probar (?7?), notemos en primer lugar que

W)Y ek = (1)py*
= wt
= ¢*(2),

y ademas

W)Y~ vt = (2)py*
= Wt
= (1)

Por otro lado, sea t # ¥*(1),1*(2), entonces como * es biyectiva,
existe x # 2,1 tal que

luego

() ey =

Luego el elementos ¢ no es movido por esa permutacion y por lo
tanto

TRopt = (08(1),05(2))

De esta forma las permutaciones ¢, 1) generan todas las transposi-
ciones

(1,2)(2,3)(3,4) - (n — 1,n)
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. Como generamos una permutacién del tipo (1,a) con 2 < a < n?

Simplemente usamos la formula de recurrencia

(La—1)(a—1,a)(1,a—1) = (1,a). (5.6)
2) Si (a,b) es cualquier transposicién, entonces

(1,a)(1,b)(1,a) = (a,b)
Luego (a,b) es generado por ¢, 1.

3) Si 0 es cualquier permutacién, entonces

0=0,--0,

donde cada 6; es una transposicién. Con esto se da fin a la prueba.

)

Lema 5.5.2 Probar que paran > 3, el grupo generado por los 3—ciclos
es A,.

Demostraciéon: Sea H =subgrupo de S,, generado por los 3—ciclos.
Como cada 3—ciclo es de la forma:

(a,b,c) = (a,b)(a,c),
se tiene que
HCA,
Luego si # € A, entonces 6 es producto de un numero par de
transposiciones.

Si demostramos que el producto de dos transposiciones es un 3—ciclo
o producto de 3—ciclos estara listo.

Tenemos dos casos a considerar
1) (a,b)(a,c) = (a,b,c).
2) (a,b)(c,d) = (a,b)(a,c)(a,c)(c,d) = (a,b,c)(c,a,d).

Por lo tanto los 3-ciclos generan al grupo alternante A,,.
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Lema 5.5.3 A,,, n > 3 esta generado por 3—ciclos de la forma

(1,2,3)(1,2,4) -+ (1,2, ).

Demostracién: Basta probar que todo ciclo de la forma (a, b, ¢) esta
generado por un producto de los anteriores o sus inversos.

En primer lugar

(1,2,0)71(1,2,¢)(1,2,b) = ((1),9(2),%(c)) (5.7)
donde 1 = (1,2, )

luego

(1,2,0)7%(1,2,¢)(1,2,b) = (2,b,¢)
(2,0,0)(2,b,a)(2,b,0)7" = ((2),1(b), ¥(a))
donde ¥ = (2, b, ¢)
Luego

(1,2,0)7*(1,2,¢)(1,2,b) = (b,c,a) = (a, b, c)
De esta forma obtenemos el 3—ciclo buscado.

)

Lema 5.5.4 Sea N un subgrupo normal de A,, (n > 3). Si N contiene
un 3—ciclo (a,b,c), entonces

N =A,.

Demostraciéon:

(17 2, a)_l(a’ b, C)(L 2, CL) = (¢(a>> ¢(b)> w(c))
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con ¢ = (1,2, a)
Sea A = (b,2)(c, k) € A,

AN, b, 0N = (A1), A(D), A(c))
= (1,2,k)eN

Luego N contiene todos los 3—ciclos

(1,2,3)(1,2,4) - (1,2, n)

y por lo tanto

N =25,

Teorema 5.5.1 A,, (n > s) es simple.

Demostracién: Sea N # {e} un subgrupo normal de A4,. Sera sufi-
ciente con probar que N contiene 3—ciclo.

Sea 6 € N tal que 6 fija el mayor nimero de elementos del conjunto
{1,2,...,n}.

Afirmamos que 0 es un 3—ciclo. Si € no es un 3—ciclo, entonces 6
mueve mas de 3 elementos, luego podemos suponer

1) 6=(1,2,3,...)
o bien

2)  0=(1,2)(3,4)-

En el primer caso # mueve 2 elementos mas, digamos 4 y 5, pues si
0 = (1,2,3,4) entonces 6 es impar.

Sea 7 = (3,4,5) € A, y hagamos

O, =710r"1eN
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Si # es como en 1) entonces
6, = (1,2,4,5,...)
Si 0 es como en 2) entonces
0, =(1,2)(4,5)---

Luego

0, #6
y por lo tanto

0y = 7077107 Fe

Si 0 fija un niimero s de elementos, con s > 5, entonces 6, fija dicho
ntimero. Ademsds, si 6 es como en 1)

O2(1) =

Luego 6 mueve 1,2,3,4,5 vy 6, fija 1. Por lo tanto #, tiene més
elementos fijos que @, lo cual es una contradiccion.

Si # es como en 2)

0,(1) = (D)ror—'o~t
= (Lor ot
= (1)
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0,(2) = (2)ror'o7?
= (2)or ot
- @

Luego 6 fija mas elementos que 6 lo cual es nuevamente una con-
tradiccion.

)

Ejercicios

1) Determine cuales de las siguientes permutaciones en Sg son pares y
cuales son impares.

a) (1,2,3)(5,2)

b) (4,5,6,7)(1,2)

¢) (1,2,3,4)(7,8)

d) (2,8,7,6,4,5)

) (2 4,5)(3,8,1)

£) (1,8,7)(2,5,4,3,6)

2) Sean 6 y 7 las permutaciones en S¢ dadas por 6 = (1,2,3)(4,5)
T=1(1,5,7,4)

Calcular
a) 0170
b) 076, para 2 < k < 6.

e

3) Hallar la descomposicién en ciclos de

g_( 12345 6 7891011 12
1014651211 98 2 7 3

4) Determine si la permutacién anterior es par.
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5) Demuestre que el producto de dos ciclos disjuntos en S,, es conmu-
tativo.

6) Sea 0 = (ay,...,a;) un ciclo de S,, y ¥ € S,,. Probar la férmula
0P = (Y(ar), .. p(ar).

7) Probar la férmula (77?)
8) Probar la férmula (77?)
9) Probar la férmula (77?)

10) Dos permutaciones 6 y 7 en S,, se dicen conjugadas, si existe otra
permutacién o en S, tal que

0=oro L.

Halle todos los conjugados de la permutacién (1,2,3) en Ss.

11) Demuestre que si dos ciclos son conjugados, entonces tiene la misma
longitud.



Capitulo

6

Estructura de los Grupos

6.1 Introduccion

En nuestro viaje dentro de la teoria de grupos, hemos estudiado mu-
chos ejemplos de grupos interesantes, como los grupos de simetria, los
enteros modulo m, las permutaciones,...etc, pudiendo reconocer den-
tro de cada uno de ellos propiedades particulares que los diferenciaban
entre si; como una planta de helecho se diferencia de una de naranja.
Hemos realizado un largo recorrido por este hermoso paraje del algebra,
deteniéndonos en cada arbol del bosque, en cada piedra del camino,
en cada rio que atravesamos a describir con detalle minucioso lo que
ibamos descubriendo. Nos dirigimos ahora hacia una colina desde donde
se puede otear todo el camino andado, desde muy arriba, y tener una
vision mas amplia de las cosas que estan abajo en los valles.

Con toda la informacion que tenemos a la mano, podemos hacer
un resumen general de todo lo visto en el recorrido, sintetizando en
unas pocas ideas el amplio panorama de la teoria de grupos. Se trata
entonces de ordenar todo el material estudiado dentro de una estructura
general.

Este enfoque estructural facilita la clasificacién de los grupos, per-
mite obtener un conocimiento més profundo de ellos y genera una gran
cantidad de nuevos ejemplos.

Existe mucha similitud entre el conjunto de los nimeros enteros
y el conjunto de los grupos abelianos finitos, desde el punto de vista
estructural, como se vera en este capitulo. Los nimeros primos son
los elementos basicos a partir de los cuales se generan todos los demas
enteros. En el caso de los grupos abelianos finitos, los grupos ciclicos
juegan el mismo papel que los niimeros primos, pues ellos son los blo-
ques con los cuales se construyen los otros grupos.

La clasificacién de todos los grupos abelianos finitos es, sin duda
alguna, una de las mas altas realizaciones de toda el dlgebra. El primer

105
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paso en alcanzar esta meta viene dado por el teorema Sylow, el cual per-
mite obtener subgrupos de orden una potencia de un primo p, cuando
dicha potencia es un divisor del orden del grupo dado. El teorema de
Sylow es una herramienta poderosa que permite desmenuzar un grupo
grande en pedazos més pequeos, los p-grupos, de una manera rapida y
eficiente, con tan solo conocer el orden del grupo.

El proceso de clasificacion culmina brillantemente con el teorema de
la unicidad de los invariantes para grupos de orden una potencia de un
primo p, o p-grupos. Si conocemos todos los invariantes de un p-grupo,
entonces se conoce su descomposiciéon como producto directo de grupos
ciclicos.

6.2 Producto Directo de Grupos

Sean A y B dos grupos y consideremos a A y B como conjuntos.
Sea G el producto cartesiano A x B. Podemos definir una operacién
binaria en A x B mediante

(Gh bl) * (GQ, 52) = (G1a2, ble)

donde ajay indica el producto de a; con as en el grupo Ay, y bibs
indica el producto de b; con by en el grupo B. Probaremos que G con
la operacién *, de multiplicacién por coordenadas, es un grupo.

En primer lugar la operacién es cerrada, pues los respectivos pro-
ductos en A y B son cerrados, con lo cual se demuestra que (ajaz, b1bs)
es un elemento de G.

Para demostrar la asociatividad, pongamos

(ay,b1) * [(az, bg) * (as,b3)] = (a1,b1) * (agas, babs)
(a1 (agas), by(babs))

= ((ma2)as), (bib2)bs)
(a1az,b1by) * (as, bs)
[

(CLl, ag) * (ag, bg)] ES (ag, b3)

Sea e el elemento neutro de Ay f el elemento neutro de B. Entonces
el elemento (e, f) estd en G. Ademas, si (a,b) es cualquier elemento de
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G se tendré:

(67 f) * (a7 b) = (eav fb) = (av b)
(a,) * (e, f) = (ae,bf) = (a,b)

Luego (e, f) es el elemento neutro para la operacién .
Finalmente, si (a,b) € G, el elemento (a™1,b7!) estard en G, y se
tiene entonces

(a,b) * (a™',07) = (aa™t,bb7Y) = (e, f)

y

(@57 (a,) = (', b570) = (e, f)
luego el inverso de (a,b) es (a=!,b7'). En conclusién hemos probado
que (G, x) satisface todas las propiedades de la definicién de grupo.

Ademas, si Ay B son grupos abelianos, entonces A x B es un grupo
abeliano.

Definicién 6.2.1 Sean A y B dos grupos. El grupo G = A X B, con
la operacion de multiplicacion por coordenadas, se llama producto
directo externo de A y B.

Observacién: Silos grupos A y B son abelianos, entonces G = Ax B
se llama la suma directa de A y B y se denota por A ® B
El producto directo externo de dos grupos, se puede generalizar
a cualquier nimero de grupos. Sean Gfy,...,G, grupos y sea G =
G1 XX G, el conjunto de n—uplas (g1, ...,g,) cong; € G;, 1 < i < n.
Definimos la operacion de producto en G, multiplicando compo-
nente por componente

(gla“'agn) * (hla"'7hn) = (91h1,--~,gnhn)

Entonces el grupo G con esta operacién se llama el producto di-
recto externo de G4,...,G,

Observacion: Si se tiene G = A x B, entonces los conjuntos

H={(a,f)|ac A} y K={(eb)|be B}
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son subgrupos de G y ademas

HNK ={(e f)}.
Con las mismas notaciones anteriores, se tiene la siguiente

Proposicién 6.2.1 Para todo g € A x B, existen unicos elementos
g1 € H y go € K tales que

g = g192.

Demostracién: Sea g = (a,b), entonces

9 = (a,b)
= (a, f)(e,b)
= 9192
congi € H g, € K.

Supongamos ahora que g = gjg5, con ¢) € H y ¢, € K. Luego
g = 9192 = g1 g5, de donde (¢})"tg1 = go(g5)~' € HN K. Por lo tanto
(91)"tg1 = e, lo cual implica ¢} = g;.

Similarmente se demuestra g, = gs.

)

Este resultado se puede generalizar de la manera siguiente:

Proposicién 6.2.2 Sean Gi,...,G, grupos, y consideremos el pro-
ducto directo de ellos, G = G1 X --- X G,,. Para cada 1, sea e; el
elemento neutro del grupo G; y sea

Hi:{(617--~7ei717h7€i+17---7€n | hEGz}

entonces los H; son subgrupos de G y ademds
1) ) HiNH; =e, parai# j, donde e es elemento neutro de G.

2)) Todo elemento g € G se expresa de manera unica
g =hihy---hy

donde los h; estdn en H;.
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Definicién 6.2.2 Sea G un grupo y Hy, ..., H, subgrupos normales de
G, tales que

1)G=H,---H,

2) Para todo g € G, existen elementos unicos h; € H;, 1 < i < n, tales
que

g="hihy

Entonces G se llama el producto directo interno de Hy,..., H,.

Observacion: Mas adelante, probaremos que el producto directo ex-
terno es isomorfo al producto directo interno, y por lo tanto, al quedar
probado este isomorfismo, hablaremos de producto directo, sin ser es-
pecificos.

Antes de llegar a ese resultado, necesitamos la siguiente proposicién:

Proposicién 6.2.3 Sea G = Ny ---, Ng producto directo interno. En-
tonces para todo par de subindices i # j se tiene que

N; N Nj = {e},
y ademds se cumple

ab = ba

para cualquier a € N;, b € N;

Demostraciéon: Sea x € N;NNN;, entonces de acuerdo con la definicién
de producto directo interno, existen elementos ¢,...,gs con g; € N;
tales que

Por otro lado, podemos representar a x de dos formas distintas
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T =€1€ " €_1T€i41" "€y
r = €1y - €j_1$€j+1 R 7%
donde e, = e, es el elemento neutro de G.

Usando la unicidad de la representacién en (?7) se concluye que
r = e, de donde

NzﬂNJ == {6}

Si suponemos que a € N; y b € Nj, se tiene que aba™' € N, puesto
que N; es normal.

Por estar b~! en Nj, se debe tener aba™'b~' € N;. Pero por otro
lado, usando la normalidad de N; se sigue que ba~'b~! € N;, y entonces
aba"'b~' € N;.

Combinando ambos resultados se obtiene

aba"'b"' € N;N N; = {e}
De donde
ab = ba
[ )

Teorema 6.2.1 Sea G = Ny--- N, producto directo interno y G' =
N1 X -+ X Ny producto directo externo, entonces

G~d(q.

Demostracién: Consideremos la aplicacion
Vv G — G
Vg1, 59s) =917 9s

Entonces 1 esta bien definida, pues cada g; pertenece a GG, luego el
producto de los g; esta en G.
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Sean x,y € G' y probemos que

(2, y) = (x)(y)

Se tiene

r=1(91,-.-,9s), y=(h1,...,hs) con g;, h; € N,
para todo (1 <1i <)
Luego, usando la proposicién anterior, se deduce

Y(x,y) = Y(giha,-- -, gshs)
= (g1h1)(g2h2) - - - (gshs)
= (91--gs)(h1---hy)
= P(x)Y(y)

Ademas 1) es sobreyectiva, por la definicién de producto interno.

Falta probar la inyectividad de .

Sea x = (¢1,...,9s) € G’ tal que ¥(z) = e, luego se tiene
gl e gs = e

Usando la unicidad de la representacién de

g1°°°gs = €1+ €y

donde e; = e para todo 1 < i < s, se concluye g; = e, para todo
1< <s.

Luego
r=(e...,e)=e€ en G

Por lo tanto hemos probado ker i) = {e} y se puede concluir entonces
que ¥ es inyectiva.

)
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Ejemplo: Sea G = Z; x Z, donde Zj, es el grupo de los enteros
moédulo 5 bajo la adiccion. Luego los elementos de GG son:

e=1(0,0) 26=1(0,1) x11=1(0,2) x16=1(0,3) x93 =(0,4)
zo=(1,0) x7=(1,1) z12=(1,2) 217 =(1,3) w9 =(1,4)
r3=(2,0) xg=1(2,1) z13=1(2,2) z18=(2,3) w23 = (2,4)
xy=(3,0) x9=(3,1) z14=(3,2) z19=(3,3) w24 =(3,4)
rs = (4,0) z10=(4,1) z15=(4,2) w2 =(4,3) w25 = (4,4)

Entonces G, lo identificamos con Z;+ Z, haciendo la identificacién
((l, b) - a(17 0) + b(Ou 1)

Noétese que todo elemento en G se escribe de manera tnica en esta
forma. Por ejemplo

T15 = 4(1, 0) + 2(0, 1)

Obsérvese también que el orden de cualquier elemento de G es 5,
luego Z; x Z no es isomorfo a Z,; (;Por qué?).

Ejercicios
1) Sean Gy, ..., G, grupos tales que o(G;) = t;. Probar que el orden

de G=G; x---x G, esigual aty---t,.

2) Sea C} el grupo ciclico de orden 4. Probar que C; & Cy no es un
grupo ciclico. Generalice este resultado.

3) Dar una lista de todos los elementos de Cy & C,. Halle todos los
elementos de orden 2. Halle el diagrama de subgrupos de este grupo.

4) Demuestre que Cy & Cy @ Cy y Cy ® Cy no son isomorfos.

5) Sea G = Gy X - -+ X GG, y considérense las n aplicaciones

m G — G,
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(91,-.-79n) — i

m; se llama la i- ésima proyeccion candnica.
Probar que para todo i, 7; es un homomorfismo sobreyectivo.

6) Sea G = G1 X .-+ x G, y considérense las n aplicaciones
i Gy — G, 1<k <n,

Gk — (€15 €h_1, Gy €ty -+ €En)

la aplicacion i se llama la k - ésima inclusién candnica. Probar
que 7 es un homomorfismo de grupos sobreyectivo, para todo k.

7) Demuestre que si G, y G son grupos, entonces

G1XG2%G2XG1

8) Sea G =Gy x Go, y H={(a, f) | a€ G}, donde f es la identidad

de G5. Probar que H es normal en GG y ademas

9) Sean C,. y Cj grupos ciclicos de orden r y s, con (r,s) = 1. Probar
que C, x Cy = C,;.

10) Sea G = S3 x S3. Hallar dentro de G un subgrupo de orden 9.
11) Hallar todos los posibles grupos abelianos de orden 16.

12) Sean G, G, Gy, GY grupos, tales que G = G y Gy ~ G,. Probar
que

01XG2%G/1XG/2.

6.3 La Ecuacion de la Clase

En esta seccion estudiaremos una nueva técnica para contar los ele-
mentos dentro de un grupo G, conocida con el nombre de relacién de
conjugacion. Por intermedio de ésta, es posible demostrar un resultado
muy interesante sobre grupos finitos debido a Cauchy. Este resultado
establece que si un nuimero primo p divide al orden de un grupo finito
G, entonces G tiene un subgrupo de orden p.
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Definicién 6.3.1 Sea G un grupo y a,b € G. Diremos que b es con-
jugado de a, si existe c € G, tal que

b=clac
Si b es un conjugado de a, lo denotamos por

a~b

[43 b

Se puede verificar que la relacién “~” es de equivalencia en el con-
junto G. Para cada a € G se tiene su clase de conjugacion:

Cla)={r € G, |a~ux}

Si C(a) tiene C, elementos, se tiene la siguiente férmula de conteo

en G

Gl =2_Ca

donde C, recorre todas las clases de equivalencia. Esta relacién se
conoce con el nombre de ecuacion de la clase en G

Definicién 6.3.2 Sea G un grupo y a € G. Definimos el Normaliza-
dor de a como
N(a)={z € G, | xza = az}.

Entonces es facil probar que N(a) es un subgrupo de G.

Teorema 6.3.1 Para cada a € G,

o(@)

Co = SN

Demostracién: Definimos una funcion

¢ : Cla) — G/N(a)

T=z"'tar — N(a)z

Probaremos que ¢ es una biyeccién
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1) ¢ estd bien definida. Es decir, dos clases de conjugados iguales, pero
con distintos representantes, tienen la misma imagen bajo el homomor-

fismo ¢
Si 27 tax = y~lay, entonces yxr~laxy~! = a, lo cual implica

(2y ™) azy™ = a

Luego debemos tener xy~! € N(a) y de aqui se deduce que xN(a) =
yN(a) . Por lo tanto ¢ esta bien definida.

2) pesl: 1
Supongamos que para Ty,Ty € C(a), donde T} = z tax, Ty =
y~lay, se tiene ¢(Ty) = ¢(Ty). Por lo tanto

N(a)x = N(a)y

Luego zy~! € N(a), lo cual implica zy~'a = axy* .
vy tay = x tax, y de esto se obtiene T} = Tb.

3) ¢ es sobre (facil).

Por lo tanto

Corolario 6.3.1 5i G es un grupo finito, se tiene

donde cada elemento a pertenece a una clase conjugada.

Definicién 6.3.3 Sea G un grupo, entonces el centro de G es el
conjunto

Z(G)={9€ G| gr=uxg, VreG}.
Es facil verificar que Z(G) es un subgrupo de G.

Observacién: Usaremos el simbolo Z o Z(G), indistintamente para
indicar este grupo.

Observacién: Sia € Z(G), entonces N(a) = G, luego
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Usando esta observacién tenemos el corolario:

Corolario 6.3.2 Si G es finito

Corolario 6.3.3 Sio(G) = p", donde p es un nimero primo, entonces

Z(G) # {e}.

Demostracién: Sia ¢ Z(G), entonces N(a) # G, luego por el teo-
rema de Lagrange
o(N(a))| o (G)

y por lo tanto
o(N(a))=p* conl<a<n

luego

para todo a € Z(G).

Asi
°o(G)
o(G) -
P PR )
y por lo tanto
p| o(Z(G))

Esto es o(Z(G)) > 1
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Corolario 6.3.4 Si o(G) = p?, p primo, entonces G es abeliano.

Demostracién: Por el corolario anterior, sabemos que Z(G) # {e}.
Como Z(G) es un subgrupo de G, se debe tener que

1Z(G)| =p" o |Z(G)|=p

Si |Z(G)| = p? entonces Z(G) = G, y estard listo. Si |Z(G)| = p,
existe a € G tal que a ¢ Z(G), luego

Z(G) L N(a) € G

Nuevamente, se debe tener

lo cual implica

Esto es una contradiccion pues a ¢ Z(G). Por lo tanto Z(G) = G
y asi G es abeliano.

Teorema 6.3.2 (Cauchy) Sea G un grupo finito y p un nimero primo
tal que p| o (G). Entonces G tiene un elemento de orden p.

Demostracién:

1) Supongamos que G es abeliano. Usaremos induccién sobre el orden
de G. Si o(G) = 1 no hay nada que probar.

Supongamos el teorema cierto para subgrupos de orden < n = o(QG)

a) Si o(G) = p, con p un nimero primo, entonces G es un grupo ciclico
generado por un elemento g € G. Luego o(g) = p y g es el elemento
buscado.

b) G no tiene subgrupos triviales distintos de {e} y G, entonces G es
ciclico de orden primo (verificarlo!).
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c¢) Supongamos que G tiene un subgrupo H no trivial, y o(H) < o(G).
Si p| o (H) estard listo.

Supongamos que p fo (H). Luego

y por lo tanto

()
PEe\m
Como G/H es abeliano y

o(5) <o),

aplicamos hipdtesis de induccién a G/H. Luego existe un elemento
Hg € G/H de orden p. Luego

(Hg)" = Hg" = H
es decir, g € Hy g ¢ H, luego
()" =e

Sea z = ¢°). Entonces probaremos que  # e.

En efecto si

tenemos que

(Hg)*"™ = H.
Como o(Hg) = p, se debe tener p| o (H), lo cual es imposible.
Asi x # e y P = e. Luego
ofz) =p

Con esto termina la demostracién del primer caso.
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2) G no Abeliano
Nuevamente usamos induccion sobre el orden de G.
Si o(G) = 1 no hay nada que probar.
Si G tiene un subgrupo H, tal que p| o (H) est4 listo.
Supongamos que p no divide al orden de ningtin subgrupo de G. En
particular, si a € Z(G) entonces N(a) # G y por lo tanto p /[N(a).
Luego se tiene la ecuacion de la clase

o(G) = (2(G)) + a%(:@ SIN(0))

Puesto que p|o(G) y p fo(N(a)) se tiene que p| O((}\(,?g)), sia g Z(QG).

Luego

plo@) - 3 G

oot o(N (@)

y por lo tanto

plo (Z(G))

Pero hemos supuesto que p no dividia al orden de ningiin subgrupo
propio de G. Como consecuencia de esto debemos tener Z(G) = G,
con lo cual G es abeliano. Luego aplicamos el primer caso.

)

Ejercicios

1) Probar que si G es un grupo, entonces su centro es un grupo abeliano.
2) Sea G un grupo y a € G. Probar que N(a) es un subgrupo de G.
3) Hallar el centro de Ss.

4) En el grupo S, calcular N(¢), donde ¢ es la reflexién de orden 2.
5) Sea G un grupoy a € G. Probar que a € Z(G) siy sélosi N(a) = G.
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6) Probar que si G es un grupo, la relacién de conjugados, en los ele-
mentos de GG es de equivalencia.

7) Escribir la ecuacién de la clase para el grupo G = Ss.

8) Probar que si G es un grupo de orden p®, entonces G tiene subgrupos
de ordenes 1,p,p?, ..., p* 1, p.

9) Sea p un nimero primo. Probar que existen sélo dos grupos de orden
p?, salvo isomorfismo.

10) Halle todos los conjugados de la rotaciéon R en el grupo de simetrias
del cuadrado.

11) Calcule el nimero de clases conjugadas del grupo diédrico Dy.

12) Halle el centro de Dy.

6.4 Teoremas de Sylow

En esta seccién probaremos uno de los teoremas mas importantes
de toda la teoria de grupos, como lo es el teorema de Sylow. Si G es un
grupo cuyo orden es divisible por una potencia de un primo p, entonces
el teorema de Sylow garantiza la existencia de un subgrupo de G, cuyo
orden es la potencia dada de p.

Para demostrar este teorema necesitamos aplicar una técnica nueva
para contar elementos dentro de un conjunto, a partir de un grupo
dado, la cual se conoce con el nombre de Accién de Grupos.

Definicién 6.4.1 Sea A un conjunto y G un grupo. Diremos que G
actia sobre A, si existe una funcion ¢ : G x A — A que satisface

1. Para todo g € G, la aplicacion

Gg: A— A
a— ¢(g,a)

es una permutacion del conjunto A.
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2. La aplicacion
G — S(A)
g — qbg

es un homomorfismo de grupos.

Observaciéon: De acuerdo con la condicion 2 se tienen las siguientes
formulas de composicién.

1. ¢ap = dup , para todo a y b en G.

2. ¢g1¢4 = ¢ = Id, para todo g en G.

Ejemplo: En la demostracion del Teorema de Cayley hemos visto
cémo un grupo G actia sobre el conjunto GG formado por sus elementos,
mediante Traslaciones a la derecha. Este tipo de accién viene dada
por la funcién

o:GxG—G
(9,a) — g.a

Es fécil verificar que se cumplen las condiciones 1 y 2 de la definicién
para esta funcién.

Introducimos a continuacién un par de conceptos muy ttiles para
el conteo de los elementos de un conjunto en donde estd definida una
accion.

Definicién 6.4.2 Sea G un grupo, el cual actiia sobre un conjunto A.
Entonces para todo a en A, se define la érbita de a bajo G como el
conjunto

A, ={9(g,0) | g € G}

Observaciéon: Es facil verificar que el conjunto de las distintas orbitas
de A bajo todos los elementos de G establece una particién del conjunto

A.
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Definicién 6.4.3 Sea G un grupo, el cual actiia sobre un conjunto A.
Entonces para todo a € A se define el estabilizador de a en G como
el conjunto

Est, ={g € G | ¢(g,a) = a}

Observacién: Se demuestra que para todo a en A, E'st, es un sub-
grupo de G.

El siguiente teorema permite calcular el nimero de elementos dentro
de cada orbita.

Teorema 6.4.1 Sea G un grupo finito, el cual actia sobre un conjunto
A finito. Entonces, para todo a € A se tiene

o _ |G
Aol =16 Bsta] = -

Demostracion: Sea C, el conjunto de las clases laterales derechas de
E'st, en GG. Consideremos la aplicacién

v:C,— A,
g.Est, — ¢4(a)

donde ¢4(a) denota la aplicacién de g sobre el elemento a.

En primer lugar probaremos que ¢ esta bien definida, para lo cual
supongamos que g Est, = g, FE'st, para algunos ¢;, g2 en GG. Entonces
se tiene g1g5 ' € Esta, si y sélo si gbg;ng(a) =a.

Luego ¢g;1¢g2(a) = a, si y s6lo si ¢4,(a) = ¢4, (a). Con esto hemos
probado que la funcion esta bien definida. Repitiendo los pasos en
sentido inverso, se prueba la inyectividad de . Luego la funcion es
biyectiva y de esto se deduce la tesis del teorema.

[ )
Damos inicio ahora a una serie de resultados de combinatoria nece-
sarios para probar la primera parte del Teorema de Sylow.
Sea S un conjunto de n elementos. Entonces el nimero de formas
de escoger k elementos entre los n es dado por:



6.4. Teoremas de Sylow 123

(1)~ 02

Lema 6.4.1 Sea n = p®m, donde p es primo y p"|m pero p"™* [ m.

Entonces
n n
p* P

Demostracién: De (??7) obtenemos

<pam> _ (p*m)!

pe (p*)!(pm — p)!
pm(p*m —1)--- (p*m — p* + 1)
p*(p* = 1D(p*—2) - (p* —p*+1)

7

D

(6.3)

Observando la expresién (?77), vemos que si una potencia de p, di-
gamos p' divide el numerador, entonces esta potencia también divide
al denominador.

En efecto, si p’|p®m — k, (k > 1), entonces p|k y por lo tanto

plp™ — k.

Luego toda potencia de p en el numerador, se cancela con la corres-
pondiente potencia de p en el denominador. Luego la tinica potencia
de p en (7?) es la que contiene m. De donde se obtiene el resultado.

[ )

Teorema 6.4.2 (Sylow)

Sea G un grupo finito, p es un nimero primo y p®| o (G). Entonces
G tiene un subgrupo de orden p®.
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Demostracion: Sea

tal que p"|m, y p"™! Jm.
Sea A = {A,...,As} la familia de subconjuntos de G de tamano

p. ]]ll'OHCGS
<P m)
S =
p

Definimos una relacién sobre A, mediante :

A;, Aj en A estan relacionados, si y sélo si existe un elemento g € G,
tal que A; = gA;.Es facil ver que esta relacién es de equivalencia.

Afirmamos que existe una clase de equivalencia, digamos A; tal que

pr+1 ‘ |/T1’ .

Caso contrario p" ! divide a todas las clases de equivalencia y por
lo tanto

P A

()

lo cual es imposible por el lema anterior.

entonces

r+1
p

Sea -
Alz{Al,...,An}:{gAl |g€G}

"t Iny sea

donde p
H:{g€G|gA1:A1}

entonces H es un subgrupo de GG, y ademas se tiene

En efecto, la demostracion de 7?7 se sigue de lo siguiente:
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Si para algunos ¢;,g9» en G se tiene que g1A; = g2 A;, entonces
95 '@ AL = Ay

Luego g5 'g1 € H, y por lo tanto las clases laterales g1 H y g2 H son
iguales. Por lo tanto, el ntiimero de elementos de A;, el cual denotamos
por n, es igual al nimero de clases laterales de H en G. Luego

o@
o(H)
de donde
o(H) = °(G)

Como o(G)/n es un entero se tiene que todas las potencias de p
que aparecen en n, se cancelan con las respectivas potencias de o(G).
Como la mayor potencia que divide a n es p", se tiene que

y por lo tanto
o(H) > p* (6.4)

Por otro lado, hA; = Ay, para todo h € H. Si tomamos a; € A;
fijo se obtiene

ha; € Ay, Yhe H
Luego

o(H) < o(Ay) = (6.5)

Luego H es el subgrupo buscado y con esto termina la demostracion.

)
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Definicién 6.4.4 Sea G un grupo finito de orden p“n, donde p no
divide a n. Entonces un subgrupo H de G de orden p* se llama un
p-grupo de Sylow de G.

Maés adelante veremos otros teoremas de Sylow, que nos dardn in-
formacion sobre el niimero de p-grupos de Sylow dentro de un grupo G.
Antes de llegar a estos teoremas necesitamos una serie de definiciones
y resultados sobre grupos conjugados.

Definicién 6.4.5 Sea G un grupo y H subgrupo de G. Para cualquier
a € G, el conjunto

aHa' = {aha™ | h € H}
se llama grupo conjugado de H inducido por a.

La demostraciéon de que dicho conjunto es un subgrupo de G, se
deja como ejercicio.

Observacion: Es claro que si H' es un conjugado de H, entonces H'
y H tienen el mismo orden.

Definicién 6.4.6 Sea G un grupo. Un subgrupo H de G se dice in-
variante o autoconjugado bajo a si y sélo si

aHa™ ' = H.

Observaciéon: Es claro que si a € H, entonces H es invariante bajo a.
Si H es un subgrupo normal de G, entonces H es invariante bajo
todos los elementos de G.

Definicién 6.4.7 Sea G un grupo y H, K subgrupos de G. FEntonces
el conjunto:

No(H)={k € K | kHk™" = H}

se denomina el normalizador de H en K.
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Dejamos como ejercicio para el lector, el probar que Ny(H) es un
subgrupo de K.

Observacién: Si en la definicién anterior tenemos K = (G, entonces
denotamos Ng(H) por N(H) y lo llamamos el Normalizador de H

Proposiciéon 6.4.1 Sean H y K subgrupos de G. El niumero de conju-
gados de H, inducidos por todos los elementos de K, es igual al indice

[K @ Ng(H)]

Demostracion: Sea B el conjunto de todos los conjungados de H,
inducidos por los elementos de K y definamos la funcién

f K — B
ko — kHE!
Es claro que f es sobre. Veamos en qué situacion dos elementos

distintos de K, digamos k; y ko pueden tener imagenes iguales.

Sea
kiHEY = koHky!

si y sélo si
kitkoH (K 'ky) ™t = H

si y sélo si
ki 'ky € Ni(H)

Luego las imégenes de ky y ko son iguales si y soélo si estos elementos
estdn en la misma clase lateral de N (H) en K. Por lo tanto el niimero
de elementos distintos de B es igual al nimero de clases laterales de
Nk (H) en K, el cual viene dado por:

[K = Ng(H)]
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Teorema 6.4.3 (Sylow)
Sea G un grupo finito y p un nimero primo con p|o(G). Entonces el
numero de p-grupos de Sylow de G, el cual denotaremos por h, satisface:

h=1modp y h|o(G).

Demostracién: Sea D el conjunto de todos los p-grupos de Sylow de
G. ( D es diferente del vacio por el primer teorema de Sylow). Sea P
un elemento de D. Entonces P acttia sobre D por conjugacion, es decir
mediante la accion

¢o:PxD—1D
(9,P) — gPg!

Es claro que esta accion es sobreyectiva, pues si P; es cualquier elemento
de D, se tiene
P, =ePe !

donde e es el elemento neutro de P.
Entonces, el nimero de elementos de D, el cual llamanmos h, se

obtiene
h="73_ |Dql
QeD

donde Dy, es la orbita del elemento ) en D.
Tenemos dos posibilidades para Q).
1) Si @Q = P, entonces

Dp={gPg 'lge P} =P

luego esta drbita consiste de un soélo elemento.
2) Si @ # P, entonces

|P| p”
U7 [Bstq] — INp(Q)]

con 3 > 0.
Como P # @, se tendrd Np(Q) # P ( Ver los ejercicios) y por lo
tanto 3 > 0.
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En conclusién se tiene que
h=1+p* +p™ + - +p™ (6.6)

y por lo tanto h = 1 mod p.

En la tercera parte del teorema de Sylow probaremos que todos los
p-grupos de Sylow son conjugados entre si. Entonces si se elige un p-
grupo P los restantes p-grupos aparecen en la o6rbita de P cuando el
grupo G actua sobre D por conjugacion. El tamano de dicha orbita
viene dado por

[S{—C

Dol — —
el = st = V(P)

=[G N(P)]

donde N(P) es el normalizador de P.

)

Teorema 6.4.4 (Sylow)
Sea G un grupo finito y p| o (G). Entonces todos los p—grupos de
Sylow son conjugados.

Demostracion:

Sean P un p— subgrupo de Sylow y @) otro p—subgrupo de Sylow
que no se encuentre entre los conjugados de P.

Entonces calculemos el nimero total de conjugados de @), usando
la accién del grupo P sobre el conjunto de los conjugados de Q).

En primer lugar, el nimero de conjugados de (), por elementos de
P (la 6rbita de @ ) viene dado por:

' _ o(P) _ .3
P NolQ) = s =

Si asumimos 3 = 0, se tendra

con >0 (6.7)
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lo cual implica

P = Np(Q)
y por lo tanto P = @, lo cual es una contradiccion.

Si hay otro conjugado de @), aparte de los senalados en (?7), sea
()1 otro conjugado y repitamos el proceso. Luego el nimero total de
conjugados de @ ( contando todas las érbitas ) vendrd dado por

h/:pﬁl +pﬁ2+,,,pﬁs COH,67;>O.

donde (5 = ;) Por lo tanto A" = 0 mod p, lo cual es imposible por
(?7).

Con esto se da fin a la prueba.

Ejercicios

1) Sea n un entero positivo y k otro entero tal que k < n. Entonces
el factorial inferior de n en k, el cual denotamos por (n) es el
niumero de k—uplas que se pueden formar a partir de un conjunto de n
elementos.

Si A={1,2,...,n}, entonces (n); es el cardinal del conjunto

Ak:{('rh'"axk‘)|Ii€Ayxi7él'j, sii#j}

Probar que (n)y =n(n—1)---(n —k+1).
2) Sin =5y k= 3, hallar todos los elementos de A3.

3) Sea x = (x1,...,7;) una k—upla en A*. Un desarreglo de z es
otra k—upla y de A* tal que si y = (y1,...,ys), entonces

{z, . omey ={yn, - Uk}

Probar que el nimero de desarreglos posibles de una k—upla cual-
quiera es k!.
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4) El nimero de subconjuntos de tamano k que se puede extraer de un
conjunto de n elementos, con n > k, se llama el combinatorio de n
sobre k y se denota por

Demostrar la formula

ny n!
k] (n—k)k!
5) Probar la férmula

n n—1 L n—1 <k <
= n
k k k—1) -
Ayuda: Primero cuente todos los subconjuntos de tamano k que con-

tienen al 1 y luego aquellos que no contienen al 1.

6) Sea G un grupo finito y A la familia de todos los subconjuntos de
G de tamafio s, con s < o(G). Para A;, A; en A se define la relacién
“A; ~ Aj siy solo si existe un g € G tal que gA; = A;”

Probar que esta relacion define una relacién de equivalencia en A.

7) Sea A como en el ejercicio anterior y Ay € A. Diremos que dos
elementos g; v g2 en G estan relacionados, si y sélo si

g = gy

Probar que esto define una relacion de equivalencia en G.

8) Sea G un grupo, H un subgrupo de G y a € G. Probar que el
conjunto

aHa *{aha™" | h € H}

es un subgrupo de G, cuyo orden es igual al orden de H. Este grupo
se dice grupo conjugado de H.

9) Sea G un grupo y H, K dos subgrupos de GG. Entonces el Norma-
lizador de H en K se define por
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Ny(H)={ke€ K | kHk™' = H}

Probar que Ny (H) es un subgrupo de G.

10) Sea G un grupo y H, K dos subgrupos tales que H y K son con-
jugados y ademas

Nuy(K)=H

Probar que K = H

11) Probar que un grupo finito de orden 21 tiene un solo p—grupo de
Sylow de orden 3, o bien 1 6 7 p—grupos de Sylow de orden 7.

12) Probar que cualquier subgrupo de orden p™~! en un grupo de orden
p", con p—primo, es normal en G.

13) Sea G' un grupo, Z(G) su centro y G/Z(G) ciclico. Probar que G
debe ser abeliano.

14) Probar que cualquier grupo de orden 15 es ciclico.

15) Hallar todas las clases de conjugados en Sy y verificar la ecuacién
de la clase.

16) Probar que si G es un grupo de orden p" con p un primo. Entonces
G tiene un subgrupo de orden p* para cualquier 0 < o < n. Use la
ecuacion de la clase.

17) Sea G un grupo finito de orden 3%-52. ; Cudntos 3—grupos de Sylow
y b—grupos de Sylow hay en G?.

18) Sea G un grupo de orden 30

a) Demuestre que los 3—grupos de Sylow y los 5—grupos de Sylow
son normales.

b) Demuestre que G tiene un subgrupo normal de orden 15.

¢) Clasifique todos los grupos de orden 30.

d) /Cuéntos grupos de orden 30, no isomorfos, existen?

19) Si G es un grupo de orden 231, probar que el 11—grupo de Sylow
esta en el centro de G.
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20) Sea G un grupo abeliano finito. Probar que G es isomorfo al pro-
ducto directo de sus grupos de Sylow.

21) Sean A y B grupos. Probar que A x B es isomorfo a B x A

22) Sean Ay B grupos ciclicos de orden m y n, respectivamente. Probar
que A x B es ciclico si sélo si (m,n) = 1.

23) Si G es un grupo de orden pg, con p y g primos y p < ¢, entonces
si p no divide a ¢ — 1, GG es un grupo ciclico.

24) Hallar en D, todos los conjugados de H = {e, h}, donde h es una
reflexion en el eje x.

25) Sea G = S7 el grupo de permutaciones de 7 elementos, y sean
H={oceG|lo(l)=1}y K ={0 € G| 6(2) = 2}. Hallar a) Ny(K) y
b)Ng (H).

26) Sea Gy H como en el ejercicio anterior, y sea 7 = (1,2, 3). Hallar
el grupo conjugado de H inducido por 7.

27) Sea G = Dy y considérese los grupos H =< a >, K =< b >, donde
a’* = e, b* = e. Probar que Ng(H) =< b* > .

28) Probar que la relacién de conjugacién entre los subgrupos de un
grupo G, define una relacion de equivalencia.

29) Sea S3 el grupo simétrico de orden tres y H =< ¢ >. Hallar todos
los conjugados de H.

30) Dar un ejemplo de un grupo de orden n, que no posea subgrupos
de orden d, para algiun d divisor de n.

6.5 Grupos Abelianos Finitos

Nos ocuparemos en esta seccion de la clasificacién de todos los gru-
pos abelianos finitos. Usaremos los resultados obtenidos en la seccion
de producto directo de grupos y los teoremas de Sylow.

Teorema 6.5.1 Sea G un grupo abeliano, de orden n, y H, K subgru-
pos de G de drdenes h y k con n = hk y (h.k) = 1. Entonces G es
isomorfo a el producto directo H X K.
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Demostraciéon: Sabemos que H y K son subgrupos normales de G,
luego H K es un subgrupo de GG de orden

o(H) o (K)

o(HK) = o(HNK)

Ahora bien, si x € H N K el orden del elemento x es un divisor de
h y k. Pero por hipétesis se tiene que el tnico divisor comun de h y k
es 1, pues el (h,k) = 1. Luego = = e, y esto demuestra que

HNK ={e}
Entonces tenemos que
o(HK) =o(H)o (K)=hk

y por lo tanto HK =G

Usando el teorema ?7 seccién 7?7, se concluye la demostracion.

)

Sea G un grupo finito abeliano de orden n, y supongamos que n
tiene una factorizacion en primos distintos

— &1 't
n=p*---p

Entonces sabemos, por el teorema de Sylow, que G tiene subgrupos
de Sylow P; de orden p®, usando esto y el teorema anterior se tiene:

Teorema 6.5.2 Si G es un grupo abeliano finito de orden n, entonces
G es isomorfo al producto directo Py X Py X -+ X P;, donde los P; son
los grupos de Sylow de G.

Ejemplo: Sea G un grupo abeliano de orden 600. Entonces se tiene
300 = 2° x 3 x 5%

Sean P;, P, y P3 subgrupos de Sylow de G de ordenes 8, 3 y 25 respec-
tivamente. Luego se tiene el isomorfismo
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G%P1XP2XP3 (68)

La estructura anterior todavia no nos da toda la informacién sobre
el grupo G, pues P; es un grupo abeliano de orden 8 y debe ser isomorfo
a uno de los grupos

Zy, Zyo Ly Z® Ly Z,

Sabemos que P, es un grupo de orden 3 y por lo tanto isomorfo a
Zs.

Finalmente Ps es isomorfo a Z,; o bien Z; x Z,. Si hacemos
todos estas sustituciones para P;, P, y P3 en la expresién (?7), nos
encontramos con que G es producto directo de grupos ciclicos.

Teorema 6.5.3 Todo grupo abeliano finito G es suma directa de grupos
ciclicos C;,
G=0C; x---xC,

donde o(G) = o(Cy) - -+ o (CY).

Demostraciéon: De acuerdo con el teorema anterior, todo grupo G
abeliano finito, es producto directo de sus subgrupos de Sylow. Luego
el teorema quedara demostrado, si probamos que todo p—grupo de
orden p* con p primo, es suma directa de grupos ciclicos.

Esto precisamente lo demostramos a continuacion.

)

Teorema 6.5.4 Sea G un grupo abeliano de orden p*, con p primo.
Entonces existen subgrupos ciclicos de G, C; de orden p™ y tal que
1<i<t

G%C&XCQX”'XC} (69)

y ademas
Q) 2> Qg > - 2> 0y
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Los «; se llaman los invariantes de G.

Demostracion: Si G mismo es ciclico, entonces no hay nada que
probar.

Si GG no es ciclico, entonces los elementos de GG tienen orden una
potencia de p. Elegimos a; en G, tal que el orden de a; es maximo.
Luego o(a;) = p™, para algin oy > 1.

Definimos C'; =< aq >, con lo cual el orden del grupo ciclico C es
p.
Sea ahora G = G/C} el cual tiene orden una potencia de p. Por el
mismo razonamiento, se puede elegir un elemento @z en G tal que el
orden de @3 es maximal entre los ordenes de los elementos de G.

Luego existe ay tal que

a2

o(a) =p
Como agal = e, se tiene que
p™ = o(az) = o(az) = p™
Luego
o >
Ahora consideramos dos casos:

Caso I: Si < a; > N < ay >= {e}, entonces hacemos Cy =< ay >y
de esta manera se tiene un producto directo C; x Cy dentro del grupo
G, el cual podemos incrementar paso a paso, hasta obtener, después de
un ndimero finito de pasos, una descomposicién de G de la forma (77).

Caso II: Si < a; > N < ay ># {e}, entonces elegiremos otro elemento
en lugar de as. Tomemos p®? la menor potencia de p, tal que

ag% e<ay >= Cl
Por lo tanto existe un entero positivo 7, tal que
ao i

p _
Qg - ala

y entonces se obtiene
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a1y a2,

(@) " = @)

X1 — a2

Luego p** divide a i(p**~*2), y por lo tanto
P2
Luego existe j tal que
i =Jp™

Tomemos entonces by = a]’as, el cual satisface

b = @

—i _p*2
a/l Ao

= €

Ademas, si para algin t, con 1 <t < p®? se tiene

(b2>t =6,

entonces

a;’'al, =e,

y por lo tanto a} € C1, lo cual es una contradiccién, pues ¢ < p®2. Con
esto queda demostrado que o(by) = p*2.

Finalmente probaremos que
<ap >N< by >={e}

En efecto, si x €< a; > N < by >, se tendrd x = by, €< a; >, para
algin t > 0. Luego
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by = (ar72)" = ar”"aj
lo cual implica que a} €< a; > y por lo tanto p®2 divide a t.

Luego se tendra

Vemos que el elemento by, cumple los requisitos buscados y volvien-
do al caso I, con Cy =< by >, se concluye la demostracion.

)

Ejemplo: Podemos clasificar todos los grupos abelianos de orden 60,
usando los teoremas anteriores. Tenemos que 60 = 22 -3 - 5. Sean C;
grupos ciclicos de orden i, donde i = 2,3,5. Entonces si o(G) = 60 se
tienen las siguientes posibilidades.

G%CgXCQXCgXC{,%JCQXCgO

G%C4X03XC5%JC4X015g060
Luego existen solamente dos grupo abelianos de orden 60.

Si G es un grupo abeliano de orden p”, entonces G es isomorfo a un
producto directo

G~ Cpnr X Cpng X =+ - X Cpyny,

donde ny >ng >--->n. >0y

k

los enteros ni,ns, ..., n, son los invariantes del grupo G.

Nuestro préximo objetivo sera probar la unicidad de los invariantes

de G.
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Definicién 6.5.1 Sea G un grupo abeliano. Entonces para todo s > 1
se define el conjunto

G(s)={ge€G|g" =e}

Ejemplo: Sea G = C; x Cy Entonces G(2) es el grupo formado por
los elementos

(0,0), (0,1), (2,1), (2,0),
mientras que G(4) = G y G(1) = {e}. Por otro lado,
Sis#24,1= G(s) ={e}.

Ejemplo: En el caso particular del grupo multiplicativo de los ntimeros
complejos se tiene

Gn)={z€|2z"=1}, n>1.
Este es el grupo de las raices n-ésimas de la unidad.

Observacion: Se demuestra que G(s) es un subgrupo de G, para todo
s> 1.

Proposicién 6.5.1 Sean Gy y Go dos grupos isomorfos. Entonces
G1(s) = Ga(s) para todo s entero.

Demostracion: Sea f : G; — G el isomorfismo dado entre Gy y
Gs.

Sean e; y ey los elementos neutros de GGy y G5 respectivamente. Si
g® = ey para algtiin s > 1, entonces por las propiedades de isomorfismo
se tiene f(g)® = ey. Luego hemos demostrado

f(Gi(s)) € Gals)

Por otro lado, si h € G5(s), entonces hi = e. Como la funcién f es
sobre, existe un g € G, tal que h = f(g) y por lo tanto
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f(9)]” = f(g°) = ez

Como f es inyectiva, se tiene que ¢° = e;. Luego hemos probado
f(G1(s)) € Ga(s), con lo cual se tiene f(G1(s)) = Ga(s) y por lo tanto
G1(s) y Ga(s) son isomorfos.

Proposicién 6.5.2 Sea G = Cpny X Cpna X -+ - X Cpnie, donde p es un
primo y cada Cpni es un grupo ciclico de orden p™. Entonces

G(p) = A1 X Ay X -+ X Ay,

donde A; = (x;) y el orden de cada x; es igual a p.

Demostracion: Para cada 1 <i <k, sea

Op"i = <gl>7
donde g; es un elemento de G, de orden p™.
Sea
zi =g

para todo 1 <1 < k.
Entonces o(x;) = p. Probaremos que el grupo
H = (x1) X (x9) X -+ (vg).

es igual a G(p).
Noétese que h? = e para todo h € H, y por lo tanto H C G(p).

Por otro lado sea x € G(p) — H. Entonces debemos tener 2?7 = e.
Ahora bien, como = € G se tiene que existen enteros «; tales que

x= (g7 ...,9.").

Como x € H, existen enteros s y t tales que
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Q; = pni_ls + t7

con 0 <t < pt~1 paraalgini, 1 <i<Ek.
Luego si 2P = e, entonces se tiene (¢i)” = e, y por lo tanto:

ps+pt __
9i =€

O sea

vt __

gi =¢
con 0 < pt < p™.
Esto contradice la hipétesis de que o(g;) = p™.

Por lo tanto
G(p) = H = (x1) x -+ X (wp).

Finalmente, daremos el teorema de las unicidad de los invariantes
para un grupo abeliano finito de orden una potencia de p.

)

Teorema 6.5.5 Sean G y G5 dos grupos abelianos finitos de orden p"
y supongamos que tienen descomposiciones

Gl = Cl><CQX"'XCk
(6.10)
G = CixCyx---xC!

donde C; es grupo ciclico de orden p™ y C] es un grupo ciclico de orden

p™i, con

ny>mng >---2>mn; >0

hi>hy>--->hs>0.

Entonces G1 =~ Gy si y solo si tiene los mismos invariantes, esto es
k=syn; =h;, para todo 1 < i < k.
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Demostracion:
(=) Probaremos que si G; y G2 tienen los mismos invariantes, en-
tonces ellos son isomorfos.

Sean

Gi=Ci x---xC,

G2:D1X"'XDk

donde C y D; son grupos ciclicos de orden p™ y ny > ng > -+ -ng > 0.

Entonces para todo 1 < i < k, existen elementos g; € G; y h; € D,
tales que

Gi={(g:;) yDi= (hi)
Consideremos la aplicacion

¢ : G — Go

(g?lw--’ggk) - (?17"-71{713%)

Entonces es facil demostrar que ¢ es isomorfismo de G; en Gs.

(«) Supongamos que G; y G5 dados como en (?7) son isomorfos. En-
tonces por la proposicién 77 se tiene

G1(p) = Ga(p)

De acuerdo con la proposicién 77 se tiene que

Gi(p)| =p" v |G2(p)| =p°

luego s = k y por lo tanto GG; y G5 tienen el mismo ntmero de inva-
riantes.

Probaremos ahora que los invariantes son iguales, comenzando por
el primero. Si suponemos que ny; > hy, entonces (G; tiene elementos de
orden p™, pues el maximo orden de los elementos de G5 es p™. Luego



6.5. Grupos Abelianos Finitos 143

(G1 vy G5 no pueden ser isomorfos y esto nos lleva a una contradiccién.
Luego ny = hq, lo cual implica que C = C en (?7) .

Si hacemos entonces

H:CQXC:gX"'XC}C

K=0yxCyx---xC

es facil verificar entonces que H es isomorfo a K. Luego podemos
aplicar induccién sobre el nimero de invariantes, se concluye entonces
que

n2:h2,...7nk:hk

Con esto queda demostrado que n; = h;, 1 < i < k.

Ejercicios
1) Sea G = (15 el grupo ciclico de orden 12. Hallar los subgrupos G(2),
G(4) y G(3).
2) Hallar todos los posibles grupos abelianos de orden 200.

3) Demuestre que el nimero de grupos de orden p®, no isomorfos, con
p un nuimero primo es igual al nimero de particiones de «.

4) Hallar todos los posibles grupos abelianos de orden 32.

5) Probar que si un grupo finito abeliano G tiene subgrupos de ordenes
Py q, con py q primos diferentes, entonces G tiene un subgrupo de
orden pq.

6) Probar que si un grupo finito abeliano tiene orden mn, entonces
tiene un subgrupo de orden el minimo comun multiplo de m y n.

7) Sea G un grupo abeliano finito de orden pg con p y ¢ nimeros primos.
Probar que todos los subgrupos de GG son caracteristicos.
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8) Sea G un grupo abeliano finito de orden 5° con invariante: 3 > 2 > 0.
;Cudntos elementos de orden 5 hay en G?

9) Calcule el nimero de subgrupos de un grupo de orden p® con invari-
antes s —1>1>0.



Capitulo

7

Anillos

7.1 Definiciones Basicas

El concepto de Anillo se obtiene como una generalizacion de los
numeros enteros, en donde estan definidas un par de operaciones, la
suma y el producto, relacionadas entre si por una ley de distributividad.

Los anillos pues son estructuras algebraicas mas completas que los
grupos, pero sin embargo en el estudio de sus propiedades mas im-
portantes, nos apoyamos a lo largo de toda la exposicion en nuestra
experiencia con los grupos. La razon para esto es muy simple, pues
todo anillo es un grupo en si mismo.!

Definicién 7.1.1 Un anillo R es un conjunto no vacio en donde estdn
definidas un par de operaciones llamadas suma y producto, las cuales
denotamos por + y - respectivamente.

Estas operaciones satisfacen cada una de las propiedades siguientes:

1) Para todo a, b € R, se tiene que a+b y a-b estdn en R.
2) Para todo a, b, € R se tiene que

a+ (b+c)=(a+b)+c
3) Existe un elemento 0 en R, el cual llamaremos cero, tal que
a+0=0+a=a paratodo a en R.

4) Para todo a en R, eziste otro elemento en R, denotado por —a, el
cual llamamos el opuesto de a y que verifica

a+(—a)=—-a+a=0
5) Para todo a, b en R se tiene

145
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at+b=b+a

6) Para todo a, b y ¢ en R se satisface
a-(b-c)=(a-b)-c

7) Para todo a, b y ¢ en R se satisface

a-(b+c) = a-b+a-c

(a+b)-¢c = a-c+b-c

Observacion: De acuerdo a las propiedades 1-5 de la definicién, se
tiene que todo anillo es un grupo abeliano bajo la suma.

Definicién 7.1.2 Sea R un anillo y supongamos que existe un ele-
mento 1 € R tal que

a-1=1-a=a paratodo a en R.

Entonces el anillo R se dice anillo unitario o anillo con unidad.
Definicién 7.1.3 Sea R un anillo. St para todos a y b en R se tiene
ab = ba

entonces diremos que R es un anillo conmutativo.

Definicién 7.1.4 Sea R un anillo, un elemento a € R se dice inver-
tible, si existe otro elemento a=' € R tal que
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Definicién 7.1.5 Un anillo de division es un anillo con unidad, en
donde todos los elementos distintos de cero son invertibles.

Definicién 7.1.6 Un cuerpo es un anillo conmutativo con unidad, en
donde todos los elementos distintos de cero son invertibles.

Observacion: Existen anillos de division no conmutativos y por ende
no cuerpos. Ver problema 13.
Veamos a continuacion una serie de ejemplos de anillos

Ejemplo 1: El conjunto Z de los nimeros enteros, con las opera-
ciones de suma y producto es un anillo conmutativo con unidad.

Ejemplo 2: El conjunto Z,, de enteros médulo m, con la suma y
producto médulo m es un ejemplo de anillo conmutativo con unidad, el
cual es finito. La suma y el producto modulo m se definen de la forma
siguiente:

Para [a], [b] en Z,, se tiene

[a] +[b] = [a + ]
[a][b] = [ad]

Ejemplo 3: Si p es un nimero primo, entonces los enteros modulo
p, denotado por Z,, es un cuerpo. Para verificar esto, basta observar
que si [a] # [0] en Z,, entonces p fa y por lo tanto p y a son primos
relativos.

Luego existen enteros = e y tales que

a-x+p-y=1
Luego
a-xr=1mod p.

Por lo tanto en Z, se tiene que
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[a] - [z] = [1]

de esto se sigue que el elemento [a] es invertible.

Ejemplo 4: Sea I = [0,1] el intervalo cerrado de nimeros reales y
sea R el conjunto de funciones de I en los niimeros reales.

Si f y g son dos funciones, la suma y el producto de ellas se define
por:

(f +9)(x) = f(z) + 9(z)

(f-9)(x) = f(z) - g(z)

Entonces es facil verificar que R es un anillo con este par de opera-
ciones. Ademas R posee unidad y R es un anillo conmutativo.

Ejemplo 5: Sea R el conjunto de matrices cuadradas de orden 2 x 2
con coeficientes reales. Los elementos de R son de la forma:

a a
A= 11 12
ag1 A2
dondeaijER,lgiSQ, 1§]§2

Si Ay B son dos elementos de R, entonces la suma y el producto

estan dadas por:
@11 Aa12 bii bio
22 ba1  ba

aj; + b ag + b2 )

A+B =

( a1 +ba1 ags + boo
A-B — 11 Aa12 _ bii bio
Q21 Q22 ba1  ba

C12

C22
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donde
Cij = a;bij + @by para todo 1 <7 <2, 1 <75 <2,
Se puede demostrar que R con estas dos operaciones asi definidas

es un anillo con unidad. Sin embargo R no es conmutativo. Para
demostrar esto consideremos el siguiente ejemplo:

(i) o)

Sean

Entonces

Mientras que

Luego
AB # BA.

Definicién 7.1.7 Sea R un anillo y A un subconjunto de R, el cual

es un anillo con las operaciones del anillo R, entonces A se llama un
subanillo de R.

Ejemplo: El conjunto de los enteros pares 27, es un subanillo del
anillo Z de los nimeros enteros.
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Ejercicios

1) Demuestre que en cualquier anillo R, el conjunto de los elementos
invertibles forma un grupo bajo el producto.

2) Pruebe que en un anillo conmutativo con identidad, el elemento
unidad es tnico.

3) Probar que si R es un anillo conmutativo con identidad y a es in-
vertible, entonces a = (a=!)71.

4) Sea R el conjunto de parejas ordenadas de nimeros reales. Establecer
cuales de las operaciones siguientes determinan una estructura de

a) Anillo.

b) Anillo conmutativo.

¢) Anillo conmutativo con unidad.

i) (a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d)
(a,0) - (¢, d) = (ac, bd)
b)

ii) (a,b) + (¢,d) = (a +c,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac+ bd, ad + bd)
iii) (a,b) + (¢, d) = (a,c)
(a,0) - (¢, d) = (ac, bd)
iv) (a,b) + (¢,d) = (a+c+ 1,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ad + be, ac + bd)

5) Sea R un anillo y a,b € R. Probar la férmula
(a+b)? = a® 4 ab + ba + b

6) Sea R un anillo conmutativo con identidad y n un entero positivo y
a,b € R. Probar la féormula

(a+0)" = i <Z> a™ ok,

k=0

()= o

donde
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7) Niimeros Complejos: Sea R el conjuntos de simbolos de la forma
a + bi, con a y b numeros reales, e ¢ la raiz cuadrada de -1, esto es
i? = —1. Convenimos en que dos simbolos a + bi y ¢ + di son iguales si
y solosia = cy b= d. Definimos un par de operaciones en R, mediante

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i
(a+bi) (c+di) = (ac—0bd)+ (ad+ be)i

Probar que este conjunto R con las operaciones asi definidas es un
anillo conmutativo con unidad. Este anillo se llama Anillo de los
Complejos, y lo denotamos por .

8) Cuaternios Reales: Sea R el conjunto de simbolos de la forma
a+ bt + cj + dk, con a, b, c y d nimeros reales, y los simbolos i, j, k
definidas por las relaciones:

i) ==k =1

i) ij =k, jk=1i, ki=j.

i) ji=—k, kj=—i, ik=—j.

Convenimos en que dos elementos a+bi+cj+dky a' +b'i+j+dk
son iguales si y sélo si

a=d, b=b c=d, y d=d.

Definimos la suma de elmentos en R componente por componente,
esto es

(a+bi+cj+dk)+(a'+bi+c j+d'k) = (a+a")+(b+)i+(c+ ) k+(d+d )k

La multiplicacién de elementos de R se define mediante las leyes
de distributividad para expresiones polinémicas y las relaciones 1,2, 3.
Por ejemplo

(5+3i)(2+4k) = 2-5+5-4k+3-2i + 3 - ik
= 10+ 6i — 12 + 20k.
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Demostrar que en R, estas operaciones es un anillo de divisién. Este
anillo se denomina anillo de cuaternios reales y se denotan por Q.

9) Sea (G, *) un grupo abeliano y consideremos el conjunto de homo-
morfismos de G sobre si mismo, denotado por Hom(G). Definimos dos
operaciones en este conjunto

(f+9)a) = f(a)*g(a),
(fog)la) = g(f(a)),

para todo f,g € Hom(G),y a € G.

Demuestre que (Hom(G), +,0)) es un anillo.

7.2 Propiedades Elementales de los Ani-
llos

Iniciamos con esta seccion el estudio de las propiedades basicas de los
anillos. En el transcurso de la misma se daran una serie de definiciones
importantes, como lo son: divisor de cero, dominio de integridad y la
caracteristica de un anillo. Las mismas seran de utilidad para el resto
de este capitulo.

Proposicion 7.2.1 Sea R un anillo, entonces para todos a, b € R, se
tiene

i)a-0=0-a=0

it) a(—b) = (—a)b = —(ab)

Demostracion:
i) Usando la propiedad distributiva (7 de la definicién) para R, obte-

nemos
a-0=a(0+0)=a-0+a-0

Podemos usar a continuacion la propiedad de cancelacion en el
grupo aditivo de R, para concluir
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a-0=0

Similarmente se demuestra que

0-a=0
i7) De acuerdo a i) se tiene
0 = a-0
= a(b—1>)
= ab+ a(-b)

Por lo tanto el inverso de ab bajo la adicién en R (el cual es tinico)
es igual a a(—b) y luego se tiene

—(ab) = a(~b)
De la misma forma se demuestra que
—(ab) = (—a)b

y con esto termina la demostracion.

Corolario 7.2.1 Sea R anillo con identidad. Entonces
i) (=1)a = —a para todo a € R

i) (—1)(=1) = 1.

Demostracién:
i) Sea a € R, luego podemos usar la proposicién anterior para obtener

(—=)a=—(la) = —a
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i1) Aplicamos la proposicién dos veces

(~1(=1) = —(1(-1)
= —(=(1-1)
=1

Noétese que se hizo uso de la férmula
—(—a)=a, a€R
la cual es cierta en R, por ser un grupo bajo la adicién.

)

Observacion: Un anillo R siempre contiene al elemento 0. Si este es
el tnico elemento de R entonces R se llama el anillo nulo o el anillo
cero.

Si R no es el anillo nulo, y ademas R contiene una unidad 1, entonces
1#£0.

En efecto, sea a € R, a # 0 y supongase que 1=0, luego

a = al
= a0
=0

lo cual es una contradiccién.
Definicién 7.2.1 Sea R un anillo. Un elemento a € R distinto de
cero, se dice divisor de cero si existe un b en R, distinto de cero, tal

que

ab=10
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Ejemplo 1: Sea R = Zj el anillo de los enteros médulo 6. Luego

21# [0 vy [8]#10],

pero

por lo tanto [2] y [3] son divisores de cero en este anillo.

Ejemplo 2: Sea R = Z el anillo de los enteros. Entonces se sabe
de las propiedades que definen a los enteros, que Z no tiene divisores
de cero. Para probar esta afirmacion, basta usar la ley de cancelacién

para el producto en Z.
Sia# 0y b+# 0 son enteros y ademas ab = 0, se tendra entonces

a0 =0=ab

de donde

lo cual es una contradiccion.

Definicién 7.2.2 Un anillo conmutativo con identidad que no posee
divisores de cero se llama un Dominio de Integridad.

Ejemplo: El anillo Z de los enteros es un dominio de integridad.

Proposiciéon 7.2.2 Un anillo conmutativo R, sin divisores de cero,
finito es un cuerpo.
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Demostracién: Al ser R un dominio de integridad, R es un anillo
conmutativo con unidad. Sélo falta probar que todos los elementos de
R diferentes de 0 son inversibles.

Consideremos a # 0 en R, y supongamos

R:{al,...,an}

Entonces los elementos aaq, aas, ..., aa, son n elementos distintos
en R.

En efecto, si suponemos que
aa; = aa;
para algunos ¢ # j, 1 <i<n, 1<j <n, entonces se tendra:

aa; — aaj =0

ala; —a;) =0
Como R no admite divisores de cero, se debe tener
a; — Clj = 0
lo cual implica que a; = a;, lo cual es una contradiccion.

Una vez probado este hecho, el elemento a antes considerado, debe
estar entre los aa;, digamos a = aay, para algin 1 < k < n.

Afirmamos que a, = 1. En efecto, si a; € R, se tiene que existe un
J, 1 <7 <mn,tal que
a; = aa;

Luego

aap = (aa;)ay
= (aay)a;
= aaj
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Por lo tanto hemos probado que a; es el elemento unidad de R.

Para concluir, probaremos que el elemento a, elegido al principio es
invertible. Siendo a un elemento cualquiera de R distinto de cero, se
deduce entonces que todos los elementos de R no nulos son invertibles,
y con esto se demuestra que R es un cuerpo.

En efecto, el elemento a; debe estar entre los elementos aay, . . ., aa,,
luego existe 7, tal que

aa; = ay

Luego a; = a™! y a es invertible.

Corolario 7.2.2 Un Dominio de Integridad finito es un cuerpo.

Si R es un anillo cualquiera y n es un entero positivo, entonces na
es igual a la suma de a n—veces. Por otro lado a" indica el producto
de a consigo mismo n—veces.

Definicién 7.2.3 Sea R un dominio de integridad. Entonces, el menor
entero positivo n (si existe) tal que na = 0 para todo a € R se llama la
caracteristica del anillo. Si no existe dicho entero, entonces se dice
que R es de caracteristica 0.

Ejemplo 1: El anillo Q de los niimeros racionales con la suma y el
producto habituales, es un anillo de caracteristica 0.

Ejemplo 2: El anillo Z, de los enteros médulo 7 es de caracteristica
7, pues si [a] € Z-, se tiene que

7la] = [7a] = [0]

Ademads no existe un entero positivo menor con dicha propiedad
(Verificarlo!).

Teorema 7.2.1 Si el dominio R es de caracteristica p > 0, entonces
p debe ser un numero primo.
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Demostracion: Es claro que p-1 = 0, pues pa = 0 para todo a en R.

Por otro lado, si p no es primo, entonces p = mn con 1 < m < p,
1l<n<np.

Luego

Como R es un dominio de integridad, se debe tener m1 = 0, o bien
nl = 0. Si suponemos m1 = 0, entonces para todo a € R se tendra

ma = m(la)
= (ml)a
= 0Oa
= 0

Luego la caracteristica de R debe ser menor o igual m, lo cual es
un absurdo pues m < p.
Ejercicios

6) Demuestre que el anillo de matrices cuadradas reales de orden 2 x 2
no es un dominio de integridad.

8) Si R es un dominio de caracteristica p, probar

(a+b)P = a4+’ paratodo a,b € R.

9) Probar que el anillo de funciones f : [0, 1] — R con la suma y pro-
ducto definidas como en el ejemplo 4, no es un dominio de integridad.
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10) Un elemento a en un anillo R se dice nilpotente si a™ = 0, para
algin n entero positivo. Probar que en un dominio de integridad no
hay elementos nilpotentes.

11) Demuestre que un anillo conmutativo D es un dominio de integridad
si y s6lo si para todos a, by c en R con a # 0, la relaciéon ab = ac,
implica b = c.

7.3 Homomorfismos

Los homomorfismos de anillos son aplicaciones entre ellos que preser-
van las operaciones. Todo homorfismo de anillos es al mismo tiempo
un homomorfismo de grupo y esto establece un paralelo entre la teoria
de anillos y la teoria de grupos.

Muchas de las definiciones y resultados de esta seccién ya han sido
estudiadas en los grupos y por lo tanto omitimos algunas demostra-
ciones.

En esta seccién se introduce el concepto de ideal, el cual juega el
mismo papel que los grupos normales dentro de la teoria de grupos.
Mediente el uso de ideales es posible definir los anillos cocientes de
forma similar como se hizo para los grupos.

Definicién 7.3.1 Sean R y S dos anillos, un homomorfismo de
anillos entre R y S es una aplicacion

¢p:R— S

tal que
i) Glri+r2) = ¢(re) + ¢(r2)
i) @(rira) = ¢(r1)P(ra)

para todo ri,r5 en R.

Observacién 1: En primer lugar debe tenerse en cuenta que la suma
r1+ 719 en i) se efectua dentro de R, mientras que la suma ¢(r1) + ¢(r2)
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tiene lugar dentro del anillo S. La misma observacién es valida para el
producto en i)

Observacién 2: Obsérvese que de acuerdo a la condicién ¢) todo
homomorfismo de anillos es un homomorfismo de grupos y por lo tanto
valen todos los resultados sobre homomorfismos, estudiados en el capitulo
de grupo.

Ejemplo 1: Sea ¢ : Z — Z,,, la aplicacién dada por ¢(z) = [z].

Entonces ¢ es un homomorfismo de anillos, pues

o(n+m) =

¢(nm)

para todo m,n en Z.

Ejemplo 2: Sea R cualquier anillo y definamos

o : R— R
o(z) =

Entonces es facil verificar que ¢ es un homomorfismo, el cual se
llama homomorfismo identidad.

Definicién 7.3.2 Sea R y R’ dos anillos. Un homomorfismo

¢:R— R,

el cual es biyectivo, se dice que es un isomorfismo de anillo.
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En tal caso diremos, que los anillos R y R’ son isomorfos y lo
simbolizamos por R =~ R/.

Al igual que en los homomorfismos de grupos, se tiene la siguiente
propiedad para anillos.

Proposicién 7.3.1 Si ¢ : R — S es un homomorfismo de anillos,
entonces

i) $(0) =0
it) p(—a) = —¢(a) para todo a € R

Demostracién: (Ver el capitulo de grupos).

)

También se define el Kernel o nticleo del homomorfismo, exacta-
mente como se hizo en el caso de grupos.

Definicién 7.3.3 Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos, en-
tonces el Kernel del homomorfismo ¢ se define por

kerp ={z € R | ¢(x) = 0}.

Observacién: Si a y b son dos elementos en el ker ¢, entonces sera
cierto, de acuerdo a la definicion de homomorfismo, que a + b y ab
estan en ker ¢. Pero ademds de esta propiedad, el Kernel posee otra
muy interesante y es que al multiplicar un elemento cualquiera del anillo
por un elemento en el Kernel, entonces el producto de ambos esta de
nuevo en el Kernel. Esta propiedad de “absorber” todos los elementos
del anillo por multiplicacién, motiva la siguiente:

Definicién 7.3.4 Sea R un anillo. Un subconjunto I de R se dice
ideal a la derecha, si se tiene:

i)a+0bel , para todo a,b € I

it) ya € I, para todoy € R ya € 1.



162 Capitulo 7. Anillos

Definicién 7.3.5 Sea R un anillo. Un subconjunto I de R se dice
ideal a la izquierda, si satisface

i)a+bel, para todo a,b € I
ii) ay € I, para todoy € R ya € I.

Combinando ambas definiciones tenemos

Definicién 7.3.6 Sea R un anillo. Un subconjunto I de R se dice
ideal de R, si I es un ideal a la derecha y a la izquierda.

Observacién: Cuando se estudian anillos conmutativos (como es el
caso de la mayoria de los anillos), entonces todo ideal lateral, a la
derecha o a la izquierda, es un ideal del anillo. Por lo tanto no se hace
necesario verificar las dos condiciones simultaneamente.

Ejemplo 1: Sea Z el anillo de enteros y consideremos I = 2Z, el

conjunto de los enteros pares. Entonces se puede verificar que I es un
ideal de Z.

Ejemplo 2: Sea R el anillo de funciones de [0, 1] en Ry S el conjunto
de funciones en R, tales que f (%) = 0. Luego se prueba facilmente que
S es un ideal del anillo R.

Ejemplo 3: Sea ¢ : R — R’ un homomorfismo de anillos. Entonces
el Kernel de ¢ es un ideal de R.

Si I es cualquier ideal en un anillo R, entonces I es un subgrupo
normal del grupo aditivo de R. Luego se puede considerar el conjunto
cociente R/I de clases laterales derechas. Este conjunto se le puede
dotar de una estructura de anillo, con las operaciones de suma y pro-
ducto de clases definidas de la forma siguiente

(a+I1)+(b+1) = a+b+1 (7.1)
(a+1)b+1) = ab+1 (7.2)

En estas condiciones se tiene:
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Teorema 7.3.1 Sea R un anillo e I un ideal de R. Entonces el con-
jJunto cociente formado por las clases laterales

R/I={a+1]|ac R}
es un anillo
Este anillo se denomina anillo cociente.

Demostracion: Debemos verificar en primer lugar que la suma y el
producto de clases estan bien definidas.

Sean a, b, a’, ¢ elementos en R y supongamos que

a+l = d+1 (7.3)
b+1 = bV +1

Debemos verificar entonces que
Da+b+1=d+V+1
2)ab+1=adb +1

En efecto, para la primera parte usamos las ecuaciones (7?) y (77?)
para obtener

a—del y b-Vel

Como [ es un ideal, la suma de dos elementos cualesquiera en [
estara de nuevo en I. Por lo tanto

(a—d)+(b-V)el,
luego

(a+b)—(d+V)el,
de donde,

a+b+I=d+0V+1.
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Para la segunda parte, tomamos s; y sy en [, tales que
a=da+s y b=b+sy

Multiplicando estos dos elementos se obtiene

ab = (a’ + 81)(b/ + SQ)
= a'l + 510 + bsy + 5159

Como I es un ideal, los elementos s1b’, bsy v s189 estan todos en I.
Luego

ab=adb +s

donde s = s;b' + bsy + 5159 € 1

Por lo tanto se concluye
ab+1=dab +1

La verificacion de que R/I es un anillo con las dos operaciones dadas
en (7?7) y (77), se deja como un ejercicio para el lector. Sin embargo
haremos algunas acotaciones importantes es este sentido.

Por ejemplo, el elemento cero R/I, viene dado por
0=0+1,

donde 0 es el cero en R.

Si R posee identidad 1, entonces el anillo cociente posee identidad,
dada por

1=1+1

Si R es conmutativo, entonces el anillo cociente también es conmu-
tativo.
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Teorema 7.3.2 Sea R un anillo e I un ideal de R. Entonces la apli-
cacion

¢p:R— R/I, ~v—v+1

es un homomorfismo de anillos sobreyectivo, con ker ¢ = I, llamado la
proyeccion de R sobre .

Demostracion: La demostracién de la condicion de homomorfismo ¢,
se deriva de las ecuaciones (?7) y (??). En efecto, si 71, 72 estédn en R,
se tiene

P +72) = (m+y)+1
= m+D)+(r+I)

= ¢(n)+ o(712)

¢(nmy2) = M+l
= Mm+D(+I)
= ¢(71)¢(72)

Evidentemente, el homomorfismo es sobreyectivo. Veamos a con-
tinuacion la determinacion del ker ¢.

Sea v € R, tal que

Luego v € I.

Por otro lado, si v € I es claro que
o(y)=1=0 € R/I.
Luego

I =ker¢
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)

Baséandonos en los teoremas de isomorfismos para los grupos, damos
a continuacion dos teoremas sobre homomorfismos de anillos. Las de-
mostraciones se omiten pues son muy semejantes a las demostraciones
dadas en el caso de los grupos.

Teorema 7.3.3 Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos sobre-
yectivo. Entonces

i) Si I es un ideal de R que contiene a ker ¢, entonces el conjunto

I'={¢(x) | v € I}
es un ideal de S.

ii) Si L es un ideal de S, entonces el conjunto

¢(L)={z € R | ¢(z) € L}
es un ideal de R que contiene a ker ¢.

Teorema 7.3.4 Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos so-
breyectivo con K = ker ¢, y supongamos que I es un ideal de R que
contiene a K. Sea L el ideal de S, dado por L = ¢(I). Entonces

R/K ~ S/L

Ejercicios
1) Sea U un ideal de anillo R y supongamos que el elemento unidad de

R estéd en U. Probar entonces que U = R.

2) Probar que si R es un cuerpo, entonces los unicos ideales son (0) y
R.

3) Probar que cualquier homomorfismo de anillos ¢ : R — S, con R
cuerpo, satisface ¢ = 0 o ¢ =identidad.
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4) Sean [ y J ideales de un anillo R. Entonces la suma de I con J se
define

I+J={x+yl|laxel, yeJ}

El producto de I con J se define por

IJ:{iny” donde z; € I, y; € J, 1§i§n,n21}

i=1
Entonces probar que tanto / 4+ J como [.J son ideales de R.

5) Probar que si ¢ : R — S es un homomorfismo de anillos, sobre y
1 € R, entonces ¢(1) es la identidad en S. Dar un ejemplo en donde
esto no se cumple si se remueve la condicién de sobreyectividad.

6) Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos sobre. Probar que si [
es un ideal de R, entonces ¢([) es un ideal de S.

7) Sea R un anillo, U un ideal de Ry
yU)={z€R|zu=0, Vue U}
Probar que v(U) es un ideal de R. Este ideal se llama el radical

de U.

8) Demuestre que si ¢ : Z — Z es un homomorfismo de anillos
sobreyectivo, entonces ¢ = identidad.

9) Sea R el anillo de matrices cuadradas reales 2 x 2 y consideremos el
subconjunto S, de R de todas aquellas matrices de la forma

a 0
0 b
i) Probar que S es un sub-anillo de R.

ii) (Es S un ideal de R?.

10) Sea S el anillo de matrices definido arriba y €' el anillo de los
complejos. Probar que S es isomorfo a .
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11) Sea ' el anillo de los complejos, probar que la aplicacién

o ¢ — C

a+bi — a—"bi

es un homomorfismo de anillos.

12) Sea R un anillo conmutativo y a € R. Definamos el conjunto

Ra = {ra | r € R}
Probar que Ra es un ideal de R. Este ideal se denomina el ideal
generado por a.

13) Sea R un anillo conmutativo con 1. Probar que a € R es invertible
siy sélo si Ra = R.

14) Probar que si I y J son ideales de un anillo R, entonces I N J es
también un ideal.



Capitulo

8

Anillos Especiales

8.1 Conceptos Basicos

En este capitulo nos dedicaremos al estudio de algunos anillos espe-
ciales que poseen ciertas condiciones adicionales, aparte de las propias
de la definicién, como por ejemplo los Dominios de Integridad, los Do-
minios de Factorizacién Unica y los Dominios Euclideanos.

A todo dominio de integridad se le puede asociar un cuerpo, llamado
Cuerpo de Fracciones, en el cual se sumerge de la misma manera como
los nimeros enteros se insertan en los ntmeros racionales. Veremos
como se construye este cuerpo de cocientes y el homomorfismo que
permite obtener esta interesante conexion.

Una de las propiedades fundamentales del anillo de los nimeros
enteros es que todo entero se expresa de manera tinica como un producto
de numeros primos. Esta propiedad se generaliza en forma natural a
los Dominios de Integridad, originandose asi el concepto de Dominio de
Factorizaciéon Unica.

Existen algunos anillos que gozan de buenas propiedades de fac-
torizacion y divisibilidad. Entre ellos se encuentran los Dominios Eu-
clideanos, los cuales son a la vez dominios de Factorizacion Unica. Los
ejemplos méas conocidos de un Dominio Fuclideano son los niimeros en-
teros y los polinomios, pero también existen otros no tan usados como
son los Enteros de Gauss. Haremos un estudio de estos enteros y sus
propiedades mas relevantes.

En todo este capitulo, cuando se diga anillo, supondremos que se
trata de un anillo conmutativo con unidad.

Definicién 8.1.1 Sea R un anillo. Un ideal P de R (P # R), se dice
ideal primo, si para todo a,b en R tales que ab € P, entonces a € P
obeP.

169
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Ejemplo: Sea R = Z anillo de los enteros y J el ideal formado por
los niimeros pares. Entonces J es un ideal primo de R.

Definicién 8.1.2 Sea R un anillo. Un ideal M de R (M # R), se
llama ideal maximal, si para todo ideal J tal que

MCJCR
se tiene
M=J ¢ J=R
Proposicién 8.1.1 Sea P un ideal de R. Entonces P es un ideal primo

si y solo si R/P es un dominio de integridad.

Demostracién: —) Sea P un ideal primo de R. Supongamos que
existen elementos a + Py b+ P en el anillo cociente R/P tal que

(a+P)(b+P)=0
Luego
ab+P =P
y por lo tanto
ab e P
Como P es un ideal primo, se tendra
acP 6 beP
Luego
a+P=0 6 b+P=0

Por lo tanto R/P, es un anillo conmutativo con unidad, el cual no
tiene divisores de cero y luego es un Dominio de Integridad.
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<) Por otro lado supongase que R/P es un domino de integridad. Si
P no es primo, existen elementos a y b en R tal que

a¢ P, bg P y abeP
Luego
a+P#0 y b+P#0
pero
(a+P)b+P)=ab+P =0

Esto implica que a + P es un divisor de cero, lo cual es una con-
tradiccién. Luegoa € Po b€ P.
Ademéas P # R, pues R/P # (0). En conclusién, el ideal P es

primo.
[ )

Proposicién 8.1.2 Sea M un ideal de un anillo R. FEntonces M es
maximal si y sélo st R/M es un cuerpo.

Demostracién: =) Sabemos que R/M es un anillo conmutativo
con unidad, pues R lo es. Solo falta probar que todo elemento de R/M
distinto de cero es inversible, para que R/M sea un cuerpo.

Sea a+ M # 0 en R/M. Luego construimos el ideal J de la forma
siguiente:

J=Ra+ M
Se tiene entonces que M & J, pues a ¢ M y por ser M un ideal
maximal, se deduce de la definicién que
Ra+ M =R (8.1)

Como 1 € R se tiene de (?7?)
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ra+m=1 (8.2)

para algunos elementos r € Ry m € M. Por lo tanto, usando (?7) se
concluye

(r+M)a+M)=1+M

Luego hemos probado que r + M es el inverso de a + M.

<) Supongase ahora que R/M sea un cuerpo. Sea I un ideal de R
tal que

MCICR

Si suponemos que I # R, entonces el ideal I/M es un ideal propio
de R/M. Pero los tnicos ideales de R/M son (0) y él mismo, pues
R/M es un cuerpo. Luego

I/M = (0)
de donde
I=M
Por lo tanto M es un ideal maximal.

)

Se sabe que todo cuerpo es un dominio de integridad, luego podemos
combinar los dos teoremas anteriores para obtener:

Corolario 8.1.1 Sea R un anillo. Entonces todo ideal Mazimal es un
1deal primo.

Ejemplo 1: Sea [ un ideal de Z. Entonces I es un subgrupo del
grupo aditivo de Z, y por lo tanto es de la forma I = (m) para algin
m € Z . Si I es un ideal primo, entonces el elemento m debe ser un
numero primo. Caso contrario se tiene
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m = ning

conl<ni<m, 1<ny<m

Luego el producto de ny y no esta en el ideal I, peron; € [ ynoy & I.
Por otro lado si p es un nimero primo, afirmamos que el ideal P = (p)
es un ideal primo. En efecto si para algunos ni, ns se tiene

ning € P,
se deduce que
ning = kp para algin k € Z
Luego
plning
y por lo tanto

p|n1 6 P‘n2

Si suponemos que p|n; se tiene

ny = sp (8.3)

para algin s entero, y de (??) se deduce que n; € P. Igualmente, si
suponemos que p|ns se llega a que ny € P. Por lo tanto el ideal P es
primo.

En conclusiéon hemos demostrado que los tnicos ideales primos de
Z son de la forma: P = (p) con p un numero primo. Mostraremos
que dichos ideales son también maximales.

En efecto, sea p un nimero primo, P = (p) y J otro ideal tal que

PCJCZ

Luego si suponemos que P # J, existe un elemento n, el cual esta
en J pero no en P. Por lo tanto p fn y asi se tendra que p y n son un
par de enteros primos relativos. Luego existen enteros x e y tales que
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pr+ny =1

Ahora bien, de acuerdo a las propiedades de ideal de .J se tendra

pre PCJ
y
ny € J
Luego
1 =px+nyel,
de donde

J=Z
Luego hemos probado que todo ideal primo de Z es maximal.

Observaciéon: Existen anillos que poseen ideales primos los cuales no
son maximales. Sin embargo en el caso de los nimeros enteros si se
tiene esta propiedad.

Ejemplo 2: Sea R = Z + Z conjunto de parejas ordenadas de
nimeros enteros, con las operaciones:

Suma: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d)
Producto: (a,b)(c,d) = (ac, bd)

Entonces es facil verificar que R es un anillo conmutativo con unidad.

Sean

I={(0,y)|yeZ}

M ={Q2z,y) | z,y € Z}
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Entonces es facil verificar que tanto I como M son ideales propios
de R.

Ademas el ideal I es primo, pues si se tiene
(a,b)(c,d) € T
entonces
ac =10

Como Z es dominio de integridad, se tiene

de donde
(a,b) el 6 (c,d)el
Sin embargo I no es un ideal maximal, pues se tiene

ICMCR

M#I1, M+R.
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8.2 Cuerpo de Cocientes de un Dominio
de Integridad

Si D es un Dominio de Integridad, no todos los elementos de D
poseen un inverso bajo la multiplicacién, como es el caso del anillo de
los enteros.

Podemos entonces construir un cuerpo que contenga a D, de la
misma forma como se construyen las fracciones de niimeros enteros, el
cual contiene a Z como un subanillo.

Esta construccion es muy similar a la construccion de los niimeros

. . . .,oa

racionales a partir de los enteros. Cuando se tiene una fraccion 7
.. ., € . .,

entonces puede existir otra representacion p de la misma fraccion. En

tal caso se tiene que

%: 2, siy sélosi ad = bc.

Esta condicién de igualdad de fracciones, sera el punto de partida
de nuestra exposicion.

Sea D un Dominio de Integridad y A el subconjunto del producto
cartesiano D x D, formados por pares de la forma (a, b), tal que b # 0.
Entonces definimos una relacién A, mediante

(a,b) ~ (¢,d) siysdlosi ad=bc

Proposicion 8.2.1 La relacion “ ~ 7 es una relacion de equivalencia.

Demostracion:

1) Reflexiva: Sea (a,b) € A, entonces claramente
(a,b) ~ (a,b)
pues

ab = ba
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2) Simétrica: Sea (a,b) ~ (c,d). Entonces

ad = be,
y como D es conmutativo, se obtiene

cb = da,
luego

(¢,d) ~ (a,b)

3) Transitiva: Sea (a,b) ~ (¢,d) y (c,d) ~ (e, f). Luego

ad = be,

cf =de

Multiplicando la primera ecuacién por f, la segunda por b y luego
restando ambas nos produce

adf — bde =0
0 sea
d(af —be) =0
De la ultima ecuacion se deduce
af —be =0,

pues d # 0y D es un dominio de integridad.
Por lo tanto

(a,b) ~ (e, f)

Con esto termina la demostracion
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)

Una vez hecho esto, consideremos el conjunto cociente de todas las
clases de equivalencia de esta relacién y denotemoslo por F'. Asi pues

F ={[a,b] | (a,b) € A}

donde [a, b] denota la clase de equivalencia del elemento (a,b) en A.
Seguidamente, definimos en F' un par de operaciones

Suma: [a,b] + [¢,d] = [ad + bc, bd]
Producto: |a, bl[c, d] = |ac, bd]

Notemos en primer lugar que bd # 0, puesto tanto b como d son
no nulos y D es un dominio de integridad, y por lo tanto la suma y el
producto de clases es una operacién cerrada.

Probaremos que estas operaciones estan bien definidas. Esto es,
supongase que para algunos elementos a, b, ¢, d,a’,b', ¢, d" en D con bd #
0y bd #0, se tiene

[CL, b] = [alv bl]
le,d] = [¢,d]
Luego debemos tener
ab =bd' y cd =dd (8.4)

Por lo tanto

la,b] + [c,d] = [ad + be, bd]

[a/,b/] + [C/,d,] — [a/dl + b/c/,b/d/}

Debemos probar entonces
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l[ad + be, bd) = [d'd + V',V d']
o lo que es lo mismo
(ad + be)b'd = (a'd + b'd)bd

si y sélo si

adb'd' + beb'd' = a'd'bd + V' d'bd (8.5)

Entonces si partiendo de las relaciones en (77?), llegamos a probar
la ecuacién (?77?), la suma estard bien definida.

Para demostrar la igualdad (??) comenzaremos por desarrollar el
lado izquierdo, hasta obtener el término de la derecha. Luego

adv'd + bebld = ab'(dd') + cd (b))
= ba'(dd') + dc' (b))
— ddbd+bcbd

Con esto queda demostrado (?7).
Para el producto, la demostracién es bastante similar. En efecto,
supongase que (?7) es cierto y entonces se desea probar

[a,b][c,d] = [d,b'][c,d']
o lo que es equivalente a
lac,bd] = [d'd V']

Si y sélo si

ac(b'd’) = bd(d'c) (8.6)

Desarrollando el lado izquierdo de (?7) y usando (77) se tiene
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ac(b'd) = ab'(cd)
= (ba')(dc)
= bd(d'd)

Luego (?7?) se cumple, y por lo tanto el producto esta bien definido.

Dejaremos como ejercicio para el lector la verificacién de las pro-
piedades de anillo de F', con este par de operaciones, en donde los
elementos [0,a] y [a,a] actian como elemento cero e identidad, donde
a es cualquier elemento no nulo de D.

Para ver esto tltimo, sea [e, f] € F'. Luego

le, f1+[0,a] = [ea+0f, fa)
= [ea, fa]
= e, f]
le, flla,a] = [ea, fa]
= [e, f]

Finalmente, probaremos que todo elemento no nulo [a, b] de F', posee
un inverso multiplicativo. En efecto, como a # 0, entonces [b,a| € F' y
ademas

[a,b][b,a] = lab,bd]
= la,q]
1

Luego [a,b]™! = [b,a] € F. Resumiremos todos estos resultados en
el siguiente teorema
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Teorema 8.2.1 Sea D un dominio de integridad cualquiera, entonces
el conjunto

F={lab |abeD y b#0}
es un cuerpo, el cual se denomina Cuerpo de Cocientes de D.

Teorema 8.2.2 Sea D un dominio de integridad y F' su cuerpo de
fracciones. Entonces la aplicacion

6 : D — F

a — la,1]

es un homomorfismo inyectivo, el cual se denomina la Inmersion
Canénica de D en F.

Demostracién: Sean a,b € D. Luego

dla+b) = Ja+0b,1]
= [al +1b,1-1]
[

a, 1]+ [b, 1]
= ¢(a) + (b)

También

o(ab) = [ab,1]
que

Luego
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de donde

Con esto se concluye la demostracion.

Ejercicios
1) Probar que si D es un dominio de integridad, entonces el ideal (0)

es primo.

2) Sea R un anillo conmutativo con unidad, en donde los tinicos ideales
son (0) y R. Probar que R debe ser un cuerpo.

3) Probar la propiedad conmutativa para la suma y el producto en F.

4) Demuestre que si D es un dominio de integridad y K es un cuerpo
que contiene a D, entonces K contiene a F'.

5) Probar que todo cuerpo de caracteristica 0, contiene una copia ho-
momorfica del cuerpo Q.

6) Probar que Q es el menor cuerpo que contiene a los niimeros enteros.

7) Sean D y D’ dos dominios de integridad y
o:D— D

un homomorfismo inyectivo. Probar que existe un homomorfismo in-

yectivo entre el cuerpo de cocientes de D y el cuerpo de cocientes de
D'

8) Probar que en todo dominio de integridad D se verifican las leyes de
cancelacion para el producto. Esto es,

si a,b,c estdinen D y a #0,
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entonces
ab=ac=b=c
ba =ca=b=rc
9) Probar que en todo anillo conmutativo con unidad, cualquier ideal

esta contenido en un ideal maximal.

10) Sean I, J dos ideales primos en Z, tales que
InJ=(0).
Probar que

I+J=Z

11) Sea D un dominio de integridad con cuerpo de cocientes K y sea
la,b] € K. Entonces demostrar

i) [af,bf] =[a,b] ¥V feK, f#0.
ii) [a,b] + [c, 0] = [a + ¢, b].
iii) —[a,b] = [—a,b].
12) Sea D un cuerpo y K su cuerpo de fracciones. Demuestre que K

es isomorfo a D.

13) Probar que R = Z & Z con las operaciones

(a,b) + (¢,d) = (a+¢),b+d)
(a,0)(c,d) = (ac, bd)
es un anillo conmutativo con unidad.

14) Sea R como en el ejercicio anterior. Probar que el conjunto

I={(0,y) [ye Z}
es un ideal de R.
15) Sean X = [3,2] e Y = [—5, 4] en el cuerpo cociente de Z. Calcular
a) X +Y
b) XY
c) X!
d) y—!
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8.3 Dominios de Factorizaciéon Unica

Definicién 8.3.1 Sea R un anillo y J un ideal de R. Entonces J se
dice ideal principal si existe un elemento a € J, tal que J = (a).

También se dice que J esta generado por el elemento a.

Definicién 8.3.2 Un dominio de integridad en donde todos los ideales
son principales, se denomina dominio de ideales principales.

Ejemplo: El anillo de los enteros Z es un dominio de ideales prin-
cipales. Si I es un ideal de Z, entonces I es un subgrupo del grupo
abeliano Z con la suma, y por lo tanto I es de la forma (m) para algin
me Z.

Definicién 8.3.3 Sean a y b elementos en un anillo R, con a # 0.
Diremos que a divide a b, si existe un elemento ¢ en R, tal que b = ac.

Usaremos el simbolo a|b para indicar que el elemento a divide a b,
como se hace para los niimeros enteros.

Observacion: Podemos definir en R una relacién, mediante
a~b siysélosi alb

Entonces se puede verificar que esta relacion es reflexiva y transitiva,
pero no es simétrica en general.

Proposicién 8.3.1 Sean a y b elementos en un anillo R. Entonces si
alb y ale,
se tiene
albx + cy

para todo par de elementos x,y en R.
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Demostracién: Facil.

Definicién 8.3.4 Sea R un anillo. Un elementou € R, se dice unidad
si existe v en R, tal que

uv =1

Observacién: Es importante destacar la diferencia entre un elemento
unidad de un anillo y la unidad del anillo, el cual siempre serd denotado
por el simbolo 1. El elemento 1 actua como elemento neutro para
el producto, mientras que una unidad u no necesariamente satisface
ua = 1 para todo a en el anillo. Obviamente, el 1 es una unidad en
todo anillo.

Definicién 8.3.5 Un elemento a en un anillo R se dice elemento
irreducible, sia no es unidad y cada vez que se tenga una factorizacion
del tipo

a = bc
entonces b 6 ¢ es una unidad en el anillo.
Ejemplo: Se puede demostrar facilmente que los elementos irreduci-
bles del anillo Z de los enteros, son precisamente los nimeros primos.

Proposicion 8.3.2 Sea D un dominio de integridad. Entonces si para
algin par de elementos a y b en R se tiene que alb y bla, se debe cumplir
a = ub, donde u es una unidad.

Demostracién: Si a|b, existe un elemento ¢ en R, tal que b = ac.
[gualmente, si bla existe un elemento e en R, tal que a = be.
Combinando ambos resultados obtenemos

b = bec

de donde
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b(l—ec)=0

Como b # 0y D es un dominio de integridad, se deduce ec = 1, lo
cual implica que e es una unidad.

)

Definicién 8.3.6 Dos elementos a y b en un anillo R, se dicen aso-
ciados, si existe una unidad u en R, tal que

a=bu

Observacién: Si D es un dominio de integridad, entonces la relacion
de asociados en D es una relacién de equivalencia.

Definicién 8.3.7 Un dominio de integridad D se dice Dominio de
Factorizacion Unica si todo elemento a € D, el cual no es 0 ni
unidad, puede ser factorizado como un producto finito de elementos
wrreducibles, esto es

a=Dp1-"Ps

donde los p; son irreducibles.
Ademds si a tiene otra factorizacion distinta como producto de irre-
ducibles, digamos

a:ql...qt

donde los q; son irreducibles, entonces s =t y cada p; es asociado de
algin gq;.

Maés adelante probaremos que todo Dominio de Ideales Principales,
es un Dominio de Factorizacién Unica. Antes, daremos un lema muy
interesante el cual establece una condicion de cadena en ideales, para
cualquier Dominio de Ideales Principales.
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Definicién 8.3.8 Sea R un anillo, entonces una cadena ascenden-
tee de ideales es una familia de ideales de R, {I;},i > 1, tales que

LCLC---CLCILiy C...

Lema 8.3.1 Toda cadena ascendente de ideales {I};>1 estd acotada
superiormente por un ideal J de R. Es decir

L CJ Yi>1

Demostracién: Tomemos

Es claro que J contiene a todos los I;. Afirmamos que J es un ideal
de R.
En efecto, sean a,b € J y r € R. Debemos probar entonces

atbeJ

2)raeJ
Sia,b € .J, entonces existen iy, io, tales que

CLEIZ‘ y bGIZ‘Q

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ¢; > 5, de donde

se tendré entonces a € I;,, b € I;, y como I;, es un ideal se tiene

atbel, CJ

ra€l;, CJ

Luego se cumplen las condiciones 1) y 2) y con esto finaliza la
prueba.

)
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Lema 8.3.2 Sea D un dominio de ideales principales. Entonces toda
cadena ascendente de ideales

LCLC---CIL,C...

es estacionaria.
Es decir, existe un entero positivo k tal que

Demostracién: Sea

Entonces de acuerdo al lema amterior, I es un ideal de D, el cual
contiene a todos los I,,. Luego el ideal I es principal, pues D es un
dominio de ideales principales, y por lo tanto existe un elemento a en
D tal que I = (a).

Como [ es una unién de conjuntos y a € I, existe un miembro de
la familia, digamos [ tal que a € Ij.

Luego si n > k se tendra
[=(a)C L CL,CI

Por lo tanto

[ )

Teorema 8.3.1 Todo Dominio de Ideales Principales es un Dominio
de Factorizacion Unica.

Demostracion: Sea D un dominio de ideales principales y a un ele-
mento de D, el cual no es cero, ni es una unidad.
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Si a es irreducible, entonces a es un producto de elementos irre-

ducibles.

Supongase que a no es irreducible. Entonces existen un par de
elementos a; y as (no unidades) tales que

a = aias

Si tanto a; como as son irreducibles, entonces el teorema es cierto.
Supongase que a; no es irreducible y hagamos ag = a. Luego se tiene
una cadena de dos ideales

(ao) € (a1)

Continuando de esta manera se tiene una cadena ascendente de
ideales, estrictamente contenidos, de la forma

(ao) € (1) -+ Z (an) € -+~
Como D es un dominio de ideales principales, existe un k, tal que
(an) = (ar), Vn >k.
Entonces el elemento a; es un irreducible, pues si suponemos
ar = be
Se tendra ag,1 = b, digamos y por lo tanto la igualdad
(0) = (ar+1) = (ax)

implica que b y a son asociados. Luego ¢ es unidad.

Ademas, aj, es un factor irreducible de a y por lo tanto se tiene
a = ape

Aplicando el mismo razonamiento al elemento e, se concluye que a es
un producto de irreducibles. Ademas este proceso se termina después de
un numero finito de pasos, pues si los irreducibles p1, p2, 3, ..., Pny - ..
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aparecen en la factorizacién de a, se tendra una cadena ascendente de
ideales

(@) S(p2-epn--) S (P3---Pn--.) C ...

la cual se detiene en algiin momento.

Asi pues queda probada la primera parte de la definicion de Dominio
de Factorizacién Unica.

Para probar la segunda parte, necesitamos algunos resultados pre-
vios sobre divisibilidad.

Proposicion 8.3.3 Sea a un elemnto irreducible en un Dominio de

Ideales Principales D. Entonces el ideal (a) es mazimal.

Demostracion: Sea I un ideal de D y supongamos
(a) CTCD.

El ideal I es un ideal principal y por lo tanto existe un elemento x
en D, tal que I = (z).

Luego
a € (a) C (z),
y luego existe un elemento y € D, tal que
a=2xy

Como a es irreducible, se tiene que x o y es unidad. Si x es una
unidad, entonces

(x) =1=D.

Si y es una unidad, se debe tener que a y x son asociados, luego
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y por lo tanto
I =(a).
En conclusion se tiene que (a) es un ideal maximal.

)

Proposicién 8.3.4 Sea D un Dominio de Ideales Principlales y a un
elemento en D tal que albc, entonces si a es irreducible se tiene que alb
o alc

Demostracion: De acuerdo a la proposicién anterior se tiene que el
ideal (a) es maximal y por lo tanto primo. Luego si albc implica que
be € (a), y por lo tanto

be(a) o cé€(a)
esto es
alb o alc

[ )

Proposicién 8.3.5 (Segunda parte del teorema)
Sea D un dominio de Ideales Principales y a un elemento en D el
cual se factoriza de dos maneras como productos irreducibles

a=p1-Ps=q G (8.7)

entonces s =t y cada p; es un asociado de algin g;

Demostraciéon: Comenzamos por considerar el elemento p; en el lado
izquierdo en (?7?) el cual es irreducible y divide al producto ¢ - - - .
Por la proposicion anterior se deduce que p; divide a alguno de los ¢;,
digamos p|g;, para algin 1 < j < t. Luego de acuerdo al ejercicio 6 se
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debe tener que p; y ¢; son asociados, esto es existe una unidad wu; tal
que
P1 = U1gj

Podemos entonces cancelar este elemento en (?7) para tener una
expresion

D2 Ps = ULq1 - Gi-1Gi+1 """ Gt (8.8)

Continuando de esta manera, podemos cancelar todos los p; en el
lado derecho de (?7), después de un nimero finito de pasos, hasta
obtener una expresion de la forma

1 =ug, - q, (8.9)
con k =1t — sy u una unidad.

Como los ¢; son irreducibles, no son unidades y por lo tanto en (77?)
se debe tener k =0 o seat =s.

[ )

Concluiremos esta seccion, dando una propiedad muy importante de
los Dominios de Ideales Principales como lo es la existencia de Maximo
Comun Divisor entre dos elementos.

Definicién 8.3.9 Sea R un anillo y a, b dos elementos en R. Un
elemento d € R se dice Maximo Comun Divisor entre a y b, st

i) dla y d|b
ii) Si c es un elemento de R, tal que

cla y cfb
entonces c|d.

Usamos la notacién d = (a,b) para indicar el Méximo Comun Divi-
sor entre a y b.
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Teorema 8.3.2 Sea D un Dominio de Ideales Principales. Entonces el
Mazximo Comun Divisor entre dos elementos a y b cualesquiera siempre
existe, ademds existen elementos x ey en D tales que

(a,b) = ax + by

Demostracién: Sea [ el ideal de D generado por a y b (ver problema
10) esto es

I = Da+ Db

Los elementos de I son de la forma ria + r9b con 71,79 en D. Como
D es un Dominio de Ideales Principales, el ideal I es principal y por lo
tanto existe un elemento d en D, tal que I = (d).

Afirmamos que d es el Maximo Comun Divisor entre a y b. En
efecto, como a € I y b € I, se tiene que d|a y d|b.

Por otra parte, d € I y por lo tanto d es de la forma

d=ax+by

para algunos x,y en D.
Si ¢ es un elemento en D, tal que

cla y b
entonces
clax + by,
y por lo tanto
cld

)

Ejemplo: En el anillo Z, todo par de niimeros enteros a y b posee
un Méaximo Comun Divisor, el cual se puede hallar usando la descom-
posicién en factores primos de ambos elementos.
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Por ejemplo si se quiere calcular el Médximo Comun Divisor entre
18 y 30, se descomponen ambos niimeros como producto de primos

18 =2-32

30=2-3-5
Luego (18,30) =2-3=6

Definicién 8.3.10 Un elemento p en un anillo R se dice que es primo
st p no es cero ni unidad y cada vez que p divide al producto de dos
elementos a y b, entonces p divide a a o p divide a b.

Ejemplo: En el anillo de los enteros Z, todo elemento primo es irre-
ducible y viceversa. Esto puede ser verificado facilmente por el lector
y lo dejamos como ejercicio.

Proposicién 8.3.6 Sea D un Dominio de Integridad. Entonces todo

elemento primo en D es irreducible.

Demostracion: Sea p un elemento primo en D y supongase que exis-
ten by cen D, tales que

p = b (8.10)
Luego se tiene p|bc y como p es primo, por hipétesis, p debe dividir

a alguno de los dos elementos, digamos p|b.
Por lo tanto b = pe para algin e en D, y sustituyendo en (?7?) nos

da
p = be = p(ec)

luego

p(l—ec)=0
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De esto se deduce 1 = ec, pues D es un Dominio de Integridad y
p # 0, con lo cual ¢ es una unidad.

Igualmente, la suposicién p|c nos lleva a concluir que b es unidad.
Luego p es irreducible.

Observaciéon: En un Dominio de Factorizacion Unica, los conceptos
de elemento primo y elemento irreducible coinciden (ver problema 12).
Pero en general esto no es cierto.

Ejemplo: Un Dominio de Integridad que no es Dominio de
Factorizacién Unica.

Sea R el anillo de niimeros complejos, definido por
R={a+b/=5la,bc Z}
Para cada elemento
r=a+b/=5 de R,
se define su norma mediante
N(x) = (a+ bvV/=5)(a — bv/=5) = a® + 5b*

Se demuestra entonces que la norma asi definida satisface las pro-
piedades
i) N(z) =0siy solé si x =0.
ii) N(z,y) = N(x)N(y), para todo z,y en R.

Se demuestra que R es un dominio de integridad y que las tnicas
unidades de R son 1y —1. (Ver problemas 13-16).

En este anillo un elemento puede tener dos factorizaciones distintas
como producto de elementos irrreducibles. Por ejemplo

6=3-2=(1++vV-5)(1—-+v-5) (8.11)

Mostraremos que 3,2, (1 + +/—5) y (1 — /—=5) son irreducibles, y
ademas no son asociados entre si. Con esto quedara probado que R no
es un Dominio de Factorizacién Unica.
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Comenzaremos por probar que 3 es irreducible. En efecto si 3 = xy
para algunos x,y en R, se tendra entonces

9= N(3) = N(z)N(y)

Luego los posibles valores para N(z) son 1,3 y 9. Si N(x) = 1,
entonces x es una unidad y estard probado que 3 es irreducible. Si
N(z) =9 se demuestra entonces que N(y) = 1 y por lo tanto y es una
unidad. Entonces también en este caso estaremos probando que 3 es
irreducible.

Veamos que la posibilidad N(x) = 3 nos lleva a una contradiccion.

En efecto, haciendo = = a + b\/—5, tendremos

3=N(z)=a*+0%

lo cual no se puede resolver para a y b niimeros enteros.

De la misma forma se demuestra que 2 es irreducible.

Para probar que 1 + /=5 es irreducible, supongamos nuevamente
que 1+ /=5 = xy, para algunos = e y en R. Entonces

6= N(1++v=5)= N(z)N(y)

Luego las posibilidades para N(x) son 1,2,3y 6. Si N(z) =1 6 6,
entonces x o y es una unidad.

Sea
r=a-+b/—5
luego si
N(z)=2 6 3
se tiene
3= N(z)=a®+5b°
o bien

2 = N(z) = a* + 5b°
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lo cual es imposible para a y b enteros.

Luego hemos demostrado que 14+/—5 es irreducible. La demostracién
de que 1—+/=5 es irreducible sigue los mismos pasos de la demostracién
anterior.

Finalmente notemos que ninguno de los elementos

2,3, (14++v=5), (1 —+/=5) (8.12)

son asociados.

En efecto, los elementos 2,3 y (1 + 1/=5) tienen normas distintas
y por lo tanto no puede haber asociados entre ellos. Sin embargo (1 +
vV=5) y (1 —+/=5) poseen la misma norma y debemos tratar este caso
aparte. Si existe una unidad v en R tal

(14 V=5) = u(l — v5)
se tendra
1+vV-5=1-v-5 ¢ 1+V-5=-1+V-5

pues las tinicas unidades de R son 1. Vemos que hemos llegado a una
contradiccion. Por lo tanto ninguno de los cuatro elementos dados en
(??7) son asociados entre ellos.

[ )

Ejemplo: Un elemento irreducible no primo

Sea R el anillo del ejemplo anterior, en donde hemos probado que
2 es irreducible. Sin embargo probaremos que 2 no es primo.

De acuerdo a la relacién (?7) se tiene que 2 divide al producto
(1 ++v/=5)(1 — /=5). Probaremos que 2 no divide a ninguno de los
factores, con lo cual se demuestra que 2 no es primo.

Supongase que 2 divida a (1 + v/—5), entonces se tiene

2 =x(1 +v-5)

Tomando normas se tiene
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4=06N(x)

lo cual es imposible pues N(z) es un entero mayor o igual que 1. De la
misma manera se demuestra que 2 no divide a 1 — /5.

Ejercicios
1) Demuestre que si dos elementos a y b en un dominio D son asociados,

entonces (a) = (b) y viceversa.

2) Sea R un anillo y a, b, ¢ elementos en R. Probar que si
alb 'y ble
entonces

alc

3) Probar que todo nimero primo en el anillo Z de los enteros es
irreducible.

4) Probar que si I es un ideal de un anillo R, tal que I contiene una
unidad, entonces I = R.

5) Expresar los nimeros 1521 y 670 como un producto de irreducibles
en Z.

6) Probar que si a y b son dos elementos irreducibles tales que alb,
entonces a y b son asociados.

7) Probar que si u y v son unidades, entonces uv es una unidad.

8) Demuestre que el conjunto de las unidades forman un grupo bajo la
multiplicacion.

9) Hallar el conjunto de las unidades del anillo Z .

10) Sean zy,---,x, elementos en un anillo R. Entonces definimos el
conjunto
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($1,“',$n) - {r1x1+"'+rnxn | T, € R}
Probar que este conjunto es un ideal de R, el cual se llama ideal
generado por zq, -, x,.

11) Probar que en el anillo Z de los enteros, todo elemento primo es
irreducible.

12) Demuestre que si D es Dominio de Factorizaciéon Unica, entonces
todo elemento irreducible es primo.

13) Sea R ={a+bv/—5 | a,b € Z} C C con las operaciones de suma
y multiplicacién de nimeros complejos. Probar que R es un anillo
conmutativo con unidad.

14) La norma en el anillo R del ejemplo anterior, se define por

N(a+bv=5) = (a + bv/=5)(a — by/=5) = a® + 5b*

Probar que esta norma satisface las propiedades

i) N(x) > 0 para todo = € R
ii) N(z) =0siysélosiz =0
iii) N(zy) = N(x)N(y) para todo z,y en R.

15) Probar que el anillo R del problema 13 es un Dominio de Integridad.

16) Probar que las unidades u del anillo R estén caracterizadas por la
condicién N(u) = 1. Determine todas las unidades de este anillo.

17) Dos elementos x e y en un anillo R se dicen primos relativos si
(z,y) = 1. Probar que si x e y son primos relativos, entonces

Rx + Ry = R.

18) Probar que si p es un niimero primo y p fa entonces (p,a) = 1.
19) Demuestre que existen infinitos nimeros primos.

20) Demuestre que existen infinitos primos de la forma 4n + 1.
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21) Probar que la relacién de asociados en un anillo R, define una
relacion de equivalencia.

22) Sean a y b enteros positivos, los cuales se factorizan como producto
de primos

a=pit-ptt ;>0

b=p)"op B2 0

Probar que
(CL, b) = pYI te Pzt

donde v; = min{ay, a;}, 1 <i<t.

8.4 Dominios Euclideanos

Definicién 8.4.1 Un Dominio de Integridad D se dice Dominio Eu-
clideano, si existe una funcion

d: D\{0} — Z+

tal que

i) Para a y b en D, no nulos, se tiene
d(a) < d(ab)
it) Para a y b en D, no nulos, existen elementos q y r en D tales que

a=qb+r
conr =0 od(r)<db).

Ejemplo: El anillo de los enteros Z con la funcién d(z) = |z| es un
Dominio Euclideano. La propiedad i) es consecuencia inmediata de la
definicién de valor absoluto para nimeros enteros y la propiedad ii) es
precisamente el algoritmo de divisién para los enteros.
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Teorema 8.4.1 Sea D un Dominio Fuclideano. Entonces D es un
Dominio de Ideales Principales.

Demostracién: Sea I un ideal de D. Entonces debemos probar que
I es un ideal principal.

Si I = (0), entonces es claro que I es principal. Sea I # (0). Luego
existe un elemento a € I tal que

d(a) = min{d(x)|z € I} (8.13)

Sea x € I. Entonces por ser D un Dominio Euclideano, existen
elementos ¢ y r en D tales que

r=qa+r (8.14)

conr =0o0d(r)<da).

Veamos que la condicién d(r) < d(a) nos lleva a una contradiccién.
En efecto, de (??7) tenemos que r = x — ga y por lo tanto r € I. Luego
d(r) > d(a), por (??7), y entonces la posibilidad d(r) < d(a) queda
descartada. La unica alternativa posible es 7 = 0 en (?7), lo cual nos
da: x = qa. Esto es I C (a).

La otra inclusion es evidente y en consecuencia el ideal [ es principal
generado por a.

)

Corolario 8.4.1 Todo Dominio Euclideano es un Dominio de Facto-
rizacion Unica.

Demostracién: Consecuencia del Teorema anterior y del teorema ?77.

)

Si D es un Dominio Euclideano, entonces D tiene una unidad 1 y
los elementos unidades estan caracterizados de la forma siguiente
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Proposicién 8.4.1 Sea u un elemento en un Dominio Fuclideano D,
entonces u es una unidad si y solo si d(u) = d(1).

Demostraciéon: Supongamos que u es una unidad, y sea v en D tal
que

uv =1
Entonces

d(1) = d(uv) > d(u) > 1

Luego d(u) =1

Por otro lado, si d(u) = 1, sean q y r tales que

l=ug+r

conr =0o0d(r)<d(u).

Como d(r) > 1, por definicién de la funcién d debemos tener r = 0.
Luego ug = 1 y asi vemos que u es una unidad.

)

En un Dominio Euclideano D, dado cualquier par de elementos
a v b, entonces el Méaximo Comun Divisor entre ellos siempre existe,
pues D es un Dominio de Ideales principales. Afortunadamente, en
los Dominios Euclideanos se puede calcular el Maximo Comun Divisor
mediante un algoritmo, llamado método de Euclides, el cual depende
de las propiedades de la funcién d.

Teorema 8.4.2 (Método de Euclides para calcular el Mdzimo Comain
Divisor) Sean a y b dos elementos en un Dominio Fuclideano D y
consideremos las divisiones Sucesivas
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b = ag+r1 , d(r) <d(a)
a riq+ry o, d(rg) < d(r)
ro= reqa+rs , d(re) <d(ry)

i = Tit1Qi+1 T Tiy2 d<ri+2) < d(TH‘l)

(8.15)

Entonces existe un n > 0 tal que

T'n = Tn4+149n+1

y ademds se cumple 1,41 = (a,b).

Demostracién: La sucesién de elementos {r;};>; satisface
d(ry) > d(rg) > --->d(rr) >
Por ser una sucesién de nimeros positivos, la cual es decreciente,
debe ser finito y por lo tanto se debe tener, para algiin n > 0
Tnao=0 , 71,01 #0

Es decir, r,41 es el ultimo resto distinto de cero en (??). Afirmamos
que 7,41 es el Maximo Comtn Divisor entre a y b.

En primer lugar, se tienen las relaciones

T'n = Tpt+1qn+1

'n—1 = Tndn + Tn+1 (816>
rL = ToQa+ T3
= Tiq1 + 712

b = aqy+m
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De la ecuacién (?7) se deduce que 7,41|r,

Luego ry41|rngn+7rne1 y por lo tanto 7,41|7,—1. Continuando de esta
manera, se llega a demostrar que r,,; divide a todos los r; restantes,
1 < i < n. Luego rpy1|riqn + re y por lo tanto r,1|a. También
Tni1lago + 71, lo cual implica que 7,4 1|b.

Finalmente, sea ¢ un elemento de D, tal que c|a y ¢|b. Entonces
usando (?7?), tendremos

clb— aqo

y por lo tanto c¢|r;.

Continuando este proceso en el sistema de ecuaciones en (?7), se
llega a demostrar que c|r; para todo 1 < i < n y por lo tanto c|r,1.

Luego r, satisface las dos condiciones de Maximo Comun Divisor
entre a y b.

)

Este algoritmo se puede utilizar para hallar el Maximo Comun Di-
visor entre dos nimeros a y b.

Ejemplo 1: Hallar (345, 20)

Tenemos entonces

345 = 20 x 17+5
20 = 5-4

luego (345,20) =5

Cerramos esta seccién con el estudio de un Dominio Euclideano
muy especial, el cual fue descubierto por el matematico aleman Carl
Friedrich Gauss (1777 — 1855), en relacién al problema de determinar
que numeros enteros positivos se pueden expresar como suma de dos
cuadrados.
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Ejemplo 2: (Enteros de Gauss) Sea A el conjunto de nimeros com-
plejos de la forma

A={z+iy|x,y e Z}

Dejaremos como ejercicio para el lector, el probar que A es un Do-
minio de Integridad. Probaremos que A es un Dominio Euclideano con
la funcion

d(z +iy) = 2> + o (8.17)

para todo x + 1y € A.

Notemos en primer lugar que la funcion
d:A— Z*

estd bien definida, pues si z+yi € A, entonces x e y son nimeros enteros
y por lo tanto d(x + iy) es un entero positivo. Ademds si a = x + iy
entonces

d(a) = (z +iy)(z —iy) = aa

donde @ denota el conjugado de a.

Luego d tiene la propiedad de una norma
d(ab) = d(a)d(b)

En efecto:

Por lo tanto la funcién d satisface la propiedad i) de la definicién
de un Dominio Euclideano:
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d(ab) > d(a)

para todos a y ben Acona#0yb#0.
Probaremos que A satisface la condicién ii) de la definicién.

Sean a y b en A con a # 0. Entonces se tiene el nimero complejo
a ) )
7= a+ (i, donde «, § € Q. Luego existen enteros x e y tales que

1 1
—_al< = _qyl < =
|z Ozl_2 y |8 yl_2

Si tomamos q = = + 1y, se tiene que

a=qgb+ (a—qb) (8.18)
y ademas se cumple

a(5-a)=(@—02+(B-y7 <,

b

Luego hacemos r =a — gb y r = 0, o bien

d(r) = d(a— gb)

e
;d(b) < d(b)

IN

En conclusién, hemos demostrado que A es un Dominio Euclideano.
Ejercicios

1) Mostrar que todo cuerpo F' es un Dominio Euclideano.

2) Sea D un Dominio Euclideano. Mostrar que para cada par de ele-
mentos a y b, los elementos ¢ y r en la definicién, no son necesariamente
Unicos. Usar un contraejemplo.
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3) Probar que todo elemento a en un Dominio Euclideano satisface

d(1) < d(a)

4) Probar que para todo x en un Dominio Euclideano se tiene

5) Probar que si a y b no son unidades de un Dominio Euclideano D,
entonces

d(a) < d(ab)

6) Usando el método de Euclides, calcular
a) (1560, 68)

b) (752,541)
¢) (1110, 720)
d) (212,2703)

7) Expresar el Maximo Comun Divisor entre a y b como una combi-
nacion d = ax + by para los siguientes pares de enteros

a) (120,45)

b) (615,814)

c) (1714,48)

d) (248,623)

8) Probar que el conjunto A de los Enteros de Gauss definido por

A={o+iy |z, ye Z}

es un Dominio de Integridad.

9)Seax=3+4+2i e y=—1+4ien A. Hallar
a) r+y
b) xy
c) z/y
d) d(z) ,d(y)
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e) d(zy)

10) Hallar todas las unidades en el anillo A de los Enteros de Gauss.

11) Probar que si x es un nimero racional, entonces existe un entero z

tal que |z — z| < 7

12) Hallar el cociente y el resto de la division de a = 10 + 2i entre
b=2—u.

13) Probar que si a y b son elementos de un Dominio Euclideano D,
tales que d(a) = d(b), entonces se tiene (a) = (b).

14) Demuestre que 2 no es un elemento irreducible en los Enteros de
Gauss.



Capitulo

9

Anillo de Polinomios

9.1 Introduccion

Hemos dejado el estudio de los polinomios para el final, pues este
ejemplo nos permitira repasar todas las definiciones y propiedades de
anillos, estudiadas en capitulos anteriores. Realmente los polinomios es
uno de los ejemplos de anillos, mas estudiados desde la antigiiedad por
estar estrechamente relacionado con la solucion de ecuaciones en una o
varias incognitas.

Muchas de las propiedades basicas de los polinomios como lo son
las operaciones de suma, producto y divisiéon, el calculo de raices y la
factorizacion, ya las hemos estudiado en la escuela secundaria, de un
modo operacional.

En este capitulo, los polinomios seran estudiados desde el punto de
vista de su estructura de anillo. Este nuevo enfoque aclarara muchos de
los conceptos ya estudiados en cursos anteriores al, considerarlos den-
tro de propiedades méas generales de anillos, y al mismo tiempo abrira
nuevos caminos que nos conduciran a resultados bastante vigorosos,
resando las técnicas desarrolladas en el Capitulo 6.

Definicién 9.1.1 Sea A un anillo. Un polinomio en la indetermi-
nada x es una suma formal

=S

donde a; € A, para todo 1 > 0, y a; = 0 para todo i, excepto para un
numero finito de ellos.

Observacién: Podemos dar otra definicion de lo que es un polinomio,
sin hacer referencia a la variable x.

209
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Definicién 9.1.2 Sea A un anillo. Un polinomio sobre A es una
sucesion infinita (ag, ay, ..., ay,...) donde a; € A; para todo t y a; =0
para casi todos los 1.

Una sucesién (ag, ai, . .., ay,...) donde casi todos los a; son iguales
a cero, se denomina una sucesién casi nula.

La definicién (?7) es mas formal que la definicién (?7) pues no hace
uso de la variable . Sin embargo el simbolo x se ha utilizado para
expresar los polinomios desde hace mucho tiempo y ain se usa en la
actualidad. Para mantenernos en esta tradiciéon usaremos la definicién
(??7) de polinomios. Si hacemos z = (0,1,0,0,...), y entonces la varia-
ble z es un polinomio en si misma, y deja de ser un objeto misterioso.
Nosotros seguiremos denotando los polinomios a la manera cléasica

f(x) = apa™ + - 4+ a1 + ag
donde se sobre entiende que a; = 0 para i > n.

El conjunto de los polinomios sobre el anillo A, serd denotado por
Alx].

Definicién 9.1.3 Sea f(z) = apz™ + -+ + a1z + ag un polinomio en
Alx]. Entonces los a; se llaman los coeficientes del polinomio.

Definicién 9.1.4 El polinomio que tiene todos sus coeficientes iguales
a 0, se llama polinomio nulo o polinomio cero y se denota por 0.

Definicién 9.1.5 El polinomio que tiene todos sus coeficientes a; igua-
les a cero, para i > 1 se llama polinomio constante.

Definicién 9.1.6 Dados dos polinomios f(x) = a,a™ + -+ + a1z + ag
Y g(z) = bpa™+- -+ bix+ by, diremos que son iguales y lo denotamos
por f(z) = g(x), siy sdlo si
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En el conjunto de polinomios A[z] se pueden definir un par de ope-
raciones

Suma de Polinomios

(apz" 4+ -+ a1z + ag) + (byz™ + -+ + biz + by)

= Ck$k+"'+01$+00 (91)

donde C; =a; +b;, a<i<k
Producto de Polinomios

(anx™ 4+ + a1z + ag)(bpa™ + -+ + bz + by)

= Ciaz" 4+ Ciz+ Cy (9.2)

donde Cy, = > a;bj, para todo 0 < s < k.

i+j=s

Ejemplo: Sean f(z) = 222 + 3z — 1y g(x) = 23 + 1 dos polinomios
en Z|x]. Entonces para poder sumar f y g es necesario introducir
coeficientes nulos en ambos polinomios, de la manera siguiente

f(zr) = 02°4+22° 4+ 32— 1
= a3x3 + a2x2 + a1z + ag
g(z) = 2°+02°+0x+1
bsx® + box® + byx + by

luego sumamos los polinomios, de acuerdo a la definicién, es decir,
sumamos los coeficiente de potencias de = iguales

fx)+gx) = O0O+D2*+2+0)2* +B+0)z+ (1—-1)
23+ 222 + 3z
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Para multiplicar los polinomios, construimos los elementos C; en la
expresion (?7). Luego

Cs

Cs

Cy

Co = apby

(=1)(1)
= -1

Ol = a061 + a1b0
= (=1)0+ 3(1)
= 3

= agbs + a1b; + asby
= (=1)(0) +3(0) + (2)(1)
= 2

a0b3 + a1b2 + agbl + &3[)0
(—=1)(1) +3(0) +2(0) + (0)1
-1

= a163 + ang + (Zgbl
= 3(1) + (2)(0) + (0)(0)
= 3

Cs = agbz+ asb,
2(1) + (0)(0)
2

06 = a3b3
= (01
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Luego el resultado de multiplicar f(z) y g(z) viene expresado por

f(x)g(z) =22° + 32" —2® + 222 + 3z + 1

Observacién: Se recomienda al estudiante hacer la multiplicacién por
el método tradicional, y luego comparar ambos resultados.

A continuacién definimos una funcién que asocia a cada polinomio
no nulo f(x) un entero no negativo.

Definicién 9.1.7 Sea f(x) = asa® + -+ + a1 + ag en Alz], no nulo.
Entonces el grado de f(z), denotado por g(f(x)), es el mayor entero
no negativo n, tal que a, # 0.

Observacion 1: Siel grado de f(x) es n, entonces a; = 0, para todo
k > n y escribimos

f(x) =aux™ + -+ + a1z + ay,

es decir, no se colocan aquellos términos a,z* con i > n, pues son todos
nulos.
El término a,, se llama coeficiente principal de f(z).

Definicién 9.1.8 Un polinomio de la forma f(x) = 2™ + ap_12" 1 +
<-4+ a1x + ag se llama moénico.

Observacion 2: Si f(z) es un polinomio constante no nulo, entonces

g(f(z)) =0.

Observacién 3: El grado del polinomio 0 lo definimos mediante el
simbolo especial —oo, de acuerdo a las siguientes reglas

i) —oo < m, para todon € Z
ii) —0o + (—00) = —o0

iii) —oo +n = —oo, para todon € Z
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Proposicién 9.1.1 Sea A un Dominio de Integridad. Sean f(z) y
h(x) dos polinomios no nulos en Alx], de grados n ym respectivamente.
Entonces

i) 9(f(2) + h(z)) < max{n, m}
i1) g(f (2)h(x)) = n+m

Demostracién: i) Supongamos que n > m. Entonces el coeficiente

principal de f(z) + h(z) es igual al coeficiente principal de f(z) y por
lo tanto

g9(f(x) + h(x)) = g(f(x)) = n = max{n, m}
Si suponemos que n = m, entonces pueden ocurrir dos casos

I) La suma de los coeficientes principales de f y h es cero. Luego
9(f(x) + h(z)) <n.

IT) La suma de los coeficientes principales de f y h es distinta de cero.
En este caso g(f(z) + h(z)) = n.

Luego en cualquiera de los dos casos obtenemos la desigualdad de-
seada.

ii) Para calcular el grado del producto, sean

f(z) =apa™ + -+ a1z +ag

entonces hacemos la multiplicacién.

f@)h(z) = Csx® + - - + Crx + Cy

Afirmamos que C,,,, # 0. En efecto, se tiene C,y,, = anb,, # 0,
pues tanto a, como b,, son no nulos. Por otra parte si s > n + m se
tiene

CS = Z aibj

1+j=s
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Luego cada término a;b; en dicha suma es igual a cero, pues se debe
tener 7 > n 6 bien j > m, lo cual implica a; = 0 6 bien b; = 0.

Por lo tanto Cs = 0 para s > n + m, y asi hemos probado que el
grado de f(z)g(x) es m + n.

)

Teorema 9.1.1 El conjunto Alx] de polinomios sobre un anillo A, es
un anillo con las operaciones de suma y producto de polinomios. Si
A es un anillo conmutativo con unidad, entonces Alx] es un anillo
conmutativo con unidad.

Demostracién: Es claro que A[z] es un grupo abeliano con la suma
de polinomios. El elemento neutro para la suma es el polinomio nulo.
Si p(x) = apa™ + - - - a1 + aop, entonces el opuesto de p(x) es

—p(z) = (—ap)z" + - - - + (—a1)z — ao.

Con respecto al producto, se demuestra que esta operacién es aso-
ciativa y satisface las leyes distributivas.

Ademas, si A es conmutativo sean f(z) y h(x) dos polinomios en
Alzx], luego

f(z) =apa™ + -+ a1z +ag

Entonces se tiene
f@)h(z) = Cax’+--- 4+ Cix+ Cy
h(z)f(x) = dyx®+---+dix+d

con s =m-+n.
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Pero todo 0 <17 < s, obtenemos

Ci = Z akbj

k+j=i

= Z bjCLk

k=i
Luego f(x)h(z) = h(x)f(x) por tener todos sus coeficientes iguales.

Si A tiene unidad 1, entonces el polinomio constante f(x) =1 es el
polinomio unidad para el producto.

)

Proposicién 9.1.2 Si el anillo A es un Dominio de Integridad, en-
tonces el anillo Alx] es un Dominio de Integridad.

Demostracién: Es claro que A[x] es un anillo conmutativo con unidad,
de acuerdo al teorema anterior.

Por otro lado, sean f(z) y h(z) son dos polinomios en A|z], tal que
f(z)h(z) = 0.
Si f(x) # 0y h(x) # 0 se tiene entonces

9(f(z)) < g(f(x)h(z))
= 9(0)
de donde
9(f(z)) = —o0

y por lo tanto f(z) = 0, lo cual es una contradiccién. Luego f(z) =0
6 h(z) = 0.
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)

Observacién: Sabemos que todo Dominio de Integridad posee un
cuerpo de cocientes. Por lo tanto A[z] tiene su cuerpo de cocientes, el
cual se llama cuerpo de funciones racionales en z y sus elementos
son cocientes de polinomios en A[z].

9.2 El Algoritmo de Divisién

En esta seccién consideramos el anillo de polinomios sobre un cuerpo
K, el cual sera denotado por K[z]. Probaremos que este anillo tienen la
propiedad de ser euclideano y por lo tanto valen todas las propiedades
de los Dominios Euclideanos descritas en el capitulo 6.

Proposicién 9.2.1 Sean f(z) y h(z) polinomios no nulos en Klz].
Entonces g(f(x)) < g(f(z)h(z)).

Demostracién: De acuerdo a la proposicién (?77?) se tiene

g(f(x)h(x)) = g(f(x)) + g(h(x))

luego
9(f(x)) < g(f(x)h(x)).
[ )

Teorema 9.2.1 (Algoritmo de Division) Sean f(x) y h(z) dos poli-
nomios en Klz|, con h(x) # 0. Luego existen polinomios q(x) y r(x)
en K|x], tales que

con
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Demostracién: Si f(x) = 0, tomamos entonces ¢(x) =0y r(z) = 0.

Si g(f(z)) < g(h(z)), tomamos ¢(z) =0y r(z) = f(z).
Supongamos entonces que g(f(z)) > g(h(x)) y pongamos

f(z) =apa™ + - 4+ a1x+ag

g(x) = bpx™ + - + bz + by

con n > m.

Podemos entonces usar induccién sobre n para obtener el resultado.
Si n = 0, entonces

f(x) =ao, h(x)=bo y

f(z) = agby ' h(x) +0

luego tomando q(z) = aghy* y 7(x) = 0 se obtiene el resultado.

Supdngase que el teorema es cierto para todo polinomio de grado
k, con k < n. Luego

f(x) —apbta" " h(z)

es un polinomio de grado menor que n y por la hipétesis de induccion
existen ¢'(x) y 7'(x) tales que

f(z) — aybta" "h(z) = h(z)qd (z) +7'(z)
con r'(z) =0 6 g(r'(z)) < g(h(z))
Por lo tanto, tenemos
f(x) = h(z) [¢ (@) + anby'z" ™| +1'(x)

Si tomamos ¢(x) = ¢'(x) + a,b~t'ma™™ y r(z) = r'(z) se tiene el
resultado deseado
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)

Observacién: Los polinomios ¢(z) y r(z) se llaman respectivamente
cociente y resto de la divisién de f(x) entre h(zx).

Si definimos la funcién d : K[z] — Z* por d(f(z)) = g(f(z)),
entonces se tiene

Corolario 9.2.1 FEl anillo de polinomios K|x] es un Dominio de Eu-
clideano.

Definicién 9.2.1 Sea K un cuerpo y f(z), h(z) en K|x]. Diremos
que el polinomio f(x) es divisible entre h(x), si existe otro polinomio
c(x) en Klz|, tal que

f(x) = h(z)e(x)

Definicién 9.2.2 Sea f(z) un polinomio en K|x]. Diremos que f(z)
es un polinomio irreducible en K|[z], o irreducible sobre K, si cada
vez que

f(@) = h(z)q(x),

entonces h(zx) o q(x) es una constante.

Observaciéon: Como consecuencia directa del corolario anterior se
tiene que K[z] es un Dominio de Ideales Principales y por lo tanto un
Dominio de Factorizacién Unica. Luego se tienen los hechos siguientes

Teorema 9.2.2 Sea f(x) un polinomio en K[z|. Entonces existen poli-
nomios irreducibles pi(x),- -+, ps(x), los cuales son unicos salvo asoci-
ados, tales que

f(x) =pi(x) - ps(x).

Teorema 9.2.3 Si f(x) y h(z) son polinomios en K|[z|, entonces el
Mdzximo Coman Divisor entre f(x) y h(zx), el cual denotamos por d(x),
siempre existe. Ademds se tiene

d(z) = p(x) f(x) + q(x)h(z),

para algunos polinomios p(x) y q(z) en K|x].
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A fin de tener una mejor informacion sobre el anillo de polinomios
K|[x], el paso siguiente serd determinar todas las unidades en K|x] y
los elementos irreducibles.

Para hallar las unidades usaremos un resultado que hemos probado
sobre los Dominios Euclideanos, el cual establece:

“El polinomio u(x) es una unidad, si y sélo si el grado de u(z) es
igual al grado del polinomio 1”. Luego las unidades de K[z] son precisa-
mente los polinomios constantes (distintos de cero), pues grado(1)=0.

El problema de determinar cuando un polinomio es irreducible, es
uno de los mas dificiles en Algebra y ha sido estudiado desde hace varios
siglos. No se tiene un criterio general para decidir la condicién de irre-
ducibilidad. Sélo existen criterios que se pueden aplicar en situaciones
especiales, como se vera mas adelante.

Veamos mediante un ejemplo como se puede determinar si un poli-
nomio es irreducible, usando las técnicas de la teoria de Anillos.
Ejemplo: Probar que f(z) = 2% + 1 es irreducible en Qlx].
Solucidén: Sea I = (22 + 1) el ideal principal generado por el elemento
f(z) en Qz|. Consideremos el anillo cociente Q|x]/I.

Sea f(x) un polinomio en Q[z], entonces por el algoritmo de di-
visién, existen polinomios ¢(x) y r(z) tales que

f(z) =qx)(@* + 1)+ r(x)

conr(x) =0 6 g(r(z)) < g(z?+1).

Luego el polinomio f(z) se puede reducir médulo I a un polinomio
r(z) de grado 1. Por lo tanto los elementos de Q|x]/I son polinomios
lineales ax + b, con a y b en Q. Ademas de la relacién z? +1 = 0, se
sigue 22 = —1.

Afirmamos que Q[z]|/I es un cuerpo, para lo cual sea t = ax +b €
Qlx]/I y probaremos que si t es distinto de cero, entonces es invertible.
En efecto, t # 0 implica que a® 4+ b* # 0. Ademas
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(az +b)(—ax +b) = —a’2x® + b
a® + b?

Luego hacemos S = Az + r con

—a b

A= ——— S
212 VT a2t

Es claro que S € Q|x]/I, y ademés ts = 1. Luego t es invertible.

Una vez demostrado que Q[z]/I es un cuerpo, se deduce que el ideal
I es maximal y por lo tanto ideal primo. Luego el elemento x? + 1 es
irreducible en Qlz].

Ejercicios

1) Sean f(z) = 3z* + 223 — 52? + 1 y h(z) = 42? + 10z — 3. Calcule
f(@) +g(x) y f(x)h(z).
2) Mostrar que si f(z), h(z) y g(x) son polinomios en Z [z] entonces
i) (f(2) + h(z)) + 9(x) = £(2) + (h(z) + g(x))
ii) [f(z) + h(z)] g(z) = f(z)g(z) + h(z)g(z)
3) Si f(x) = apa™ + - - - 4+ a1 + ag, hallar los coeficientes del polinomio
f(@)(z—1).
4) Sea f(x) = 623 +322—2 y h(x) = 22? — 6 dos polinomios en Z-[x].
Hallar:
2) f(x) + ()
b) f(x)h(x)
5) Hallar el cociente y el resto de la division de los siguientes polinomios
en Q[z].
a) f(x) =102% — 222 + 6, h(z)=2>+2
b) f(z) =52°% — 323 + 18z — 1, h(x) =22*+ 152 — 3
) f(x) = 162" + 8z* + 5z® — 622, h(x) = 3z* — 82°
d) fx) =2+ + 23+ 22 +2+1, h(z)=2-1
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6) Hallar el Maximo Comtn Divisor entre 25 —423+1 y 3z +5z—1

en Q[z].
7) Demuestre que p(z) = 2% — 2 es irreducible sobre Q|z].

8) Sea p(r) =1+ x+a2*+---+ 2" en Q[z]. Probar que 2" — 1 =
p(x)(z —1).

9) Sea ¢ : A — A’ un homomorfismo de anillos. Probar que existe un
homomorfismo de anillos entre Alx] y A’[x].

10) Demuestre que todo polinomio lineal f(z) = ax + b en K|[z] es
irreducible.

11) Usando las notaciones del problema 9, probar que si f(x) es re-
ducible en Alz], entonces su imagen es reducible en A'[z].

12) ;Cuantos polinomios de grado 3 se pueden construir en Z;? Gene-
ralize este resultado para cualquier grado.

9.3 Raices de Polinomios

A lo largo de esta seccion veremos la relacion existente entre un
polinomio f(z) y la resolucién de la ecuacién

f(z) =0

Definicién 9.3.1 Sea K un cuerpo. Una extension F de K es un
cuerpo que contiene a K como subcuerpo. Es decir K es un cuerpo con
las mismas operaciones definidas en F'.

Ejemplo: Los nimeros complejos €' son una extension del cuerpo de
los nimeros reales IR.

Observacién: Si F' es una extension de K y f(z) es un polinomio en
K [x], entonces los coeficientes de f(z) estan todos en K y por lo tanto
en F, luego f(z) estd en el anillo Fx].
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Definicién 9.3.2 Sea K un cuerpo, F una extension de K y

f(x) =a,z™ + -+ a1z + ag

un polinomio en K[x|. Entonces si A € F', el valor del polinomio
f(z) en el elemento X\, denotado por f(\) es el elemento de F' dado por

f(b):an/\"—l—-”—l—al)\—l—ao

Proposicién 9.3.1 Sea K un cuerpo F una extension de K, y A € F.
Entonces la funcion

ox: Klz] — F
fl@) — )

es un homomorfismo de anillos.

La imagen de f(z) bajo ¢, se llama la sustitucién de = por A, o
la evaluacién de f(z) en A.

Demostracién: Sean f(x) y h(z) dos polinomios en K[z], entonces

f(x) =a,z™ + -+ a1z + ag

luego
flz)+ h(z) = Csz® + -+ + Chz + Cy

donde C; = a; + b;, 0 <i <'s, s < max{n,m}

Por lo tanto
Qb)(f([t) + h(l‘)) = CSAS + 4 Cl/\ + O()

y por otra parte
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OA(f (@) + oa(h(z)) = (asA® + -+ arXA+ag) + (bsA* + -+ + by + by)
= (as+bs)N\° + -+ (a1 + b1) A+ (ap + bo)

de donde concluimos que

OA(f (@) + h(z)) = oa(f(2)) + Pa(h(z))
Con respecto al producto, hagamos
f(@)h(z) = dpz* + - + dyx + do,
dondet=m+ny

di= > ab; ., 0<i<t
k+j=i

Luego

or(f(@)h(x)) = dA + -+ + diA + do (9.3)

y por otro lado

OA(f(2))oa(h(x)) = (@A™ + -+ 4+ ar A + ag) (b A™ + -+ - + by A + by)
= Bt)\t+"‘+61)\—|—60 (94)

cont=n+my

ei= >, agb; , 0<i<t
k+j=i

Comparando las expresiones (??) y (?77), vemos que ellas son iguales
y por lo tanto

OA(f(@)h(x)) = oa(f (2))oa(h(x))

Luego ¢, es un homomorfismo de anillos.
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Definicién 9.3.3 Una raiz o un cero de un polinomio f(z) € K|z]
es un elemento X en una extension F de K, tal que f(\) = 0.

También diremos que el valor de A anula al polinomio, o que X es
una solucién de la ecuacién f(z) =0

Ejemplo 1: Los valores 1 y —1 anulan al polinomio f(z) = z*—1 en
Qlz], pues f(1)=1"-1=0 y f(-1)=(-1)'-1=0.

Ejemplo 2: Sea f(z) = 2% + 1 en Q[z]. Entonces i = v/—1 es una
rafz de f(z), pues f(i) =i*+1 = 0. Nétese que 7 esta en € pero no en

Q.

Teorema 9.3.1 Sea f(x) un polinomio en K[z|, F una extension de
K y X € F una raiz de f(x). Entonces f(z) se factoriza en F|x]

f(@) = (= A)g(z)

donde q(z) es un polinomio de grado igual al grado de f(x) menos uno.

Demostracién: Haciendo la division de f(x) entre el polinomio x — A
se generan polinomios ¢(z) y r(x) tales que

f(@) = (& = A)g(x) +r(z) (9-5)

conr(x)=0 6 g(r(z)) <glz—A) =1
Luego el grado de r(x) debe ser cero y por lo tanto es un polinomio
constante r(z) = o; con 0 € K.

Haciendo la evaluacion de los polinomios en (??) en el valor A,
tenemos

|

|
=
=8
R
+

Q
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de donde o = 0 y por lo tanto en (??) se tiene
fx) = (z = Nqg()
[ )

Un polinomio del tipo ax + b se llama polinomio lineal. Es claro
que todo polinomio lineal es irreducible, pues si ax + b = p(x)q(x),
entonces la suma de los grados de ellos debe ser 1. Por lo tanto p(z) o
q(z) es de grado cero y por ende constante.

Definicién 9.3.4 Sea f(x) un polinomio en K|x]. Diremos que f(z)
se factoriza completamente en una extension F de K, si existen
raices A1, ..., s en F tal que

F@) = an(z = M)z = D) -+ (= A)
donde a,, € K.

Observacion: Una de las metas mas importantes en la teoria de los
polinomios es poder factorizar cualquier polinomio como un producto
de factores lineales. Lamentablemente esto no es posible en cualquier
cuerpo K, pues, por ejemplo f(z) = z* + 1 no se puede factorizar en
Qlx] como producto de factores lineales.

Sin embargo siempre se puede hallar una extensién del cuerpo K en
donde este problema se resuelve.

Definicién 9.3.5 Una raiz \ de f(x) se dice que tiene multiplicidad
K, si f(z) = (z — N)*q(z) y X no es raiz de q(z).

Cuando contamos las raices de un polinomio, aquellas que aparecen
repetidas se cuentan tantas veces como sea su multiplicidad. Asi, por
ejemplo el polinomio f(x) = 23 — 2? tiene 3 raices que son 0, con

multiplicidad 2, y 1.

Teorema 9.3.2 Sea f(x) un polinomio en K|x| de grado n. Entonces
f(z) tiene a lo sumo n raices en cualquier extension F de K.
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Demostracion: La demostracion sera por induccion sobre el grado de
().

Si el grado de f(z) es 0, entonces f(x) es constante y no tiene raices.
Por lo tanto no hay nada que probar en este caso.

Si el grado de f(z) es 1, entonces f(x) es un polinomio lineal, diga-
mos, f(z) = ax + b, para algunos a y b en K.

Si A es una raiz de f(z), entonces f(x) = aX+b =0y por lo tanto
A = —b/a. Luego existe una tnica raiz.

Supongamos el teorema cierto para todo polinomio de grado menor
que n. Sea f(z) de grado n. Sea F' una extensiéon de K. Si f(x) no
tiene ninguna raiz en F', entonces estara listo. Si f(z) tiene una raiz A
en F' de multiplicidad m, entonces f(z) = (z — \)"¢q(x), donde ¢(x) es
un polinomio de grado n — m que no tiene a A\ como raiz.

Podemos entonces aplicar la hipétesis de induccién a g(z) para con-
cluir que no tiene mas de n — m raices en F. Como toda raiz de
q(z) es una raiz de f(x), se deduce entonces que f(x) tiene a lo sumo
m + (n —m) = n raices en F. Con esto queda probada la proposicién
para n.

)

A continuaciéon daremos un resultado muy importante sobre las rai-
ces de un polinomio con coeficientes en los complejos. La demostracién
de este hecho requiere algunos conocimientos de la teoria de funciones
analiticas los cuales pueden ser estudiados en un curso introductorio de
un semestre.

Teorema 9.3.3 (Teorema Fundamental del Algebra) Todo polinomio
f(z) € Ax] de grado n, posee exactamente n raices en €

Demostracién: Sea f(z) € ¢{z]. Serd suficiente con probar que f(x)
tiene una raiz en €' (;Por qué?)

Si suponemos f(z) # 0 para todo z en €, entonces la funcién
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es una funcién entera (analitica en todo el plano complejo).

Noétese que g es una funcién acotada en todo @, pues g es acotada
en cualquier conjunto de la forma:

B.={ze€l]||z| <r}
Ademas si hacemos |z| = r, se puede probar que g es acotado en todo
el plano complejo, pues se tiene
1

Podemos ahora invocar el teorema de Liouville de las funciones
analiticas, el cual establece:

“Toda funcién entera acotada en T, es constante”.

Entonces se concluye que g es una funcién constante, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto f(zp) = 0 para algin 2 € €.

)

Corolario 9.3.1 Sea f(x) un polinomio con coeficientes complejos de
grado n. Entonces f(x) se factoriza completamente

f@) = an(r — )z — ag) -+ (& — )

donde a; € @ son las raices de f(z).
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Ejercicios

1) Probar que los siguientes polinomios son irreducibles
a) 22+ + 1 en los enteros médulo 2.
b) 22 + x — 3 en los enteros mddulo 4.
c) > —x — 3 en los enteros médulo 5.
d) 2% — 4 en los enteros médulo 5
e) =2 — 3 en los enteros médulo 17.
f) 2 — 11 en los enteros médulo 17.
2) Determine todos los polinomios irreducibles en Zs|x].

3) Férmula de interpolacién de Lagrange.
Sea K un cuerpo, n > 0 y elementos cg, ¢y, ..., Cn, by,b1,...,b, en
K. Entonces sea

= zn: b; ﬁ — ) (x—cp)
i=0 k:(),k;éz
Probar que
i) f(c;) = b;, para todo 0 < i <n
ii) f(z) es el inico polinomio de grado n en K[z]| que satisface 1).

4) Usando la férmula anterior, determine un polinomio de grado 4, que
satisfaga:

5) La Derivada de un polinomio. Si f(z) € K|z], entonces la derivada
de f(x), denotada por f'(z), es el polinomio

f(2) =na, 2™ '+ (n — Dap_12" % 4 -+ + 2097 + a3

si
f(x) = aya" + -+ a1 + ag
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Probar las féormula de derivacién
) (f(z) +9(@)) = f'(z) + ¢ (z)
ii) (f(z)-g(2)) = f'(x)g(z) + f(v)g'(x)

6) Probar que un polinomio f(z) € Klz] tiene una raiz multiple en
alguna extension de K, si y sélo si f(x) y f'(x) no son primos relativos.

7) Probar que si K es un cuerpo de caracteristica 0, entonces f'(z) =0
si y sélo si f(x) es constante.

8) Solucién de una ecuacién cibica. Sea
fx) =2+ Az* + Bz +C
un polinomio en Q[x].

a
i) Probar que el cambio de variable z = ¢ — 3 en el polinomio

anterior nos da un polinomio de la forma
h(t) =2*+azx —b (9.6)

con a,b € Q.

ii) En (?77) haga el cambio de variables

r=s+t,
y entonces demuestre que:

s* + 3+ 3st® +3s*t =b—a(s +t)

iii) Si hacemos s* + t3 = b, probar que s satisface la ecuacién
cuadratica

NG
2 — bx — () =0 (9.7)
3
iv) Calcule s y t y demuestre que la solucién de la ecuacién

2 4+ar—b=0
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viene dada por

R (OB ERa}

9) Hallar las raices del polinomio f(z) = z* + 6x — 4.

10) Sea D un Dominio de Integridad y co,cy,...,c, elementos en D.
Probar que para cualquier conjunto de elementos bg,by,...,b, en D,
existe un unico polinomio f(z) de grado a lo sumo n+1 tal que f(c¢;) =

9.4 Polinomios sobre 9O

En esta seccién nos dedicaremos a estudiar la factorizacion de poli-
nomios con coeficientes en el cuerpo de los niimeros racionales Q.

Sabemos que Q[z] es un Dominio de Factorizacién Unica y por lo
tanto todo polinomio f(z) en Q[z| se factoriza de manera tunica.

f(@) = pr(@)pa() - - ps(2)
donde los p;(z) son irreducibles en Q[x].

Estudiaremos como determinar los p;(x) en la descomposicién de
arriba, usando el algoritmo de divisiéon. También daremos un criterio
practico para decidir si un polinomio es irreducible sobre Q[z].

Un hecho muy interesante, el cual sera probado en el desarrollo de
esta seccion, es el siguiente: todo polinomio con coeficientes enteros que
es irreducible en Z[x], también lo es en Q[z].

Proposicién 9.4.1 Sea f(x) un polinomio de grado < 3 en Qx]. En-
tonces si f(x) es reducible en Q[z], existe r € Q) tal que f(r) = 0.

Demostracién: Por ser f(x) reducible, se tiene entonces f(z) =
h(z)g(x) para algunos polinomios h(z) y g(z) en Q[z] y ademas h(x)
y g(x) no son constantes.



232 Capitulo 9. Anillo de Polinomios

Luego se tiene

3 = grado(f(x)) = grado(h(x)) + grado(g(z))

Por lo tanto el grado de h(z) o g(z) debe ser igual a 1. Si suponemos
que el grado de h(z) es 1, entonces h(z) = ax +0b para a,b € Q, y luego

f(x) + (az + b)g()

Si b = 0,entonces r = 0 es raiz de f(z). Si b # 0, entonces r = —%
es raiz de f(z). Con esto queda probado que f(z) tiene una raiz en Q.
[ )

Definicién 9.4.1 Sea f(z) = apz™ + -+ + a1z + ag un polinomio en
Z [x]. Se define el contenido de f(x) como el Mdzimo Comaiin Divisor
de los coeficientes ag, ayq, . .., ay,.

Usaremos la notacién C'(f) para el contenido de f(z).
Ejemplo: Si f(z) = 1223 — 622+ 18 entonces, C(f) = (12,6, 18) = 6.
Definicién 9.4.2 Sea f(z) un polinomio con coeficientes enteros. En-
tonces se dice que f(z) es primitivo, si C(f) = 1.
Ejemplo: Sea f(z) = 8z° — 13z + 4. Luego f(x) es primitivo.

Observacion: Si f(x) es un polinomio ménico con coeficientes en Z,
entonces f(z) es primitivo.

Proposicién 9.4.2 Sean f(z) y h(z) polinomios primitivos en Z [z],
entonces f(x)h(x) es primitivo.

Demostracién: Supongamos que

flx)=apx"+ ---+ax+ay y h(z)=>bpx™+- - +bx+b
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Entonces
f@)h(z) = Csx® + -+ + Crx + Cy

con s =m—+n.

Supongamos por el absurdo que f(x)h(z) no es primitivo. Entonces
existe d > 0 tal que d divide a C; para todo 0 <i < s.

Como f(x) es primitivo, d no puede dividir a todos los coeficientes
de f. Sea a; el primer coeficiente de f que no es divisible por d.

Similarmente, h(z) es primitivo y supongamos que b; es el primer
coeficiente de h(x) que no es divisible por d.

Luego dla;, 0<i<k y dlb;, 0<i<jy
d [ aib;
Entonces el coeficiente Cy; de f(x)h(x) es de la forma
Cryj = arbj + (ax—1bji1 + -+ + aobjrx) + (bj—1ar1 + - -+ + boajy)
Tenemos entonces que

d|(ak_1bj+1 + -+ aObj-i—k:)

d|(bj_1ak+1 + -+ boaj+]€)
luego
d|Ck+j - akbj

lo cual es una contradiccién, pues d|Cyi; v d [ ab;.

Por lo tanto f(x)h(z) es primitivo.



234 Capitulo 9. Anillo de Polinomios

Proposicién 9.4.3 (Lema de Gauss) Sea f(x) un polinomio primi-
tivo en Zlx]. Si f(x) = p(x)q(z) con p(x),q(x) en Qx], entonces
f(z) = pi(x)q1(x), donde pi(x),qi(x) son polinomios con coeficientes
enteros. Ademds

pi(z) =Ap(x) vy qr) = Bq(x),

con A y B niumeros racionales.

Demostracién: Sea

p(x) = rya’4+--+rxrt+rg , 1, €Q
qgiz) = ta'+- - +tix+ty , t,€Q

Sean mi,msg, el minimo comin multiplo de los denominadores de
p(z) v q(x) respectivamente.

Luego myp(z) y meq(x) son polinomios con coeficientes enteros. Si
hacemos

C1=Cp(x)) v Co=C(qx))

Definimos entonces
@) =G v el =)

luego p1(x) y q1(x) son polinomios primitivos, y ademas

flx) = px)q(z)

O Sea

mima f(z) = C1Copr ()1 ()

Como f(z) es monico, el contenido del lado izquierdo es mymy y
por lo tanto myms = C1C5. Luego



9.4. Polinomios sobre Q 235

f(x) = pi(x)q(z).
[

Observacion: Si en la proposicién anterior el polinomio f(z) es mo-
nico, entonces tanto p;(z) como ¢;(x) resultan ser ménicos con coefi-
cientes enteros.

El siguiente teorema da una condicién necesaria para la existencia

de raices racionales en polinomios de coeficientes enteros.

Teorema 9.4.1 Sea f(z) = ap2" 4+ - +ax+ag € Zlx| yr = ; un

numero racional. Entonces sir es raiz de f(x) se debe tener

slag y tla,

Demostracién: Supongamos que (s,t) = 1. Luego

S

f@) = (2 =2)a(e), con q(x) € Ol

Usando el Lema de Gauss se obtiene

f(x) = (tz — s)q(x), (9-8)
donde ¢; () tiene coeficientes enteros.

Comparando el coeficiente de grado n en ambos lados de (?7) se
tiene que t|a,. Igualmente, comparando el término constante en ambos
lados de (77?) se sigue que $|ag.

)

Corolario 9.4.1 Sea f(x) = a,a" + -+ + ez + ag un polinomio con
coeficientes enteros. Entonces sir es una raiz entera de f(x), se debe
tener r|ag.
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Ejemplo: Hallar las raices racionales de
f(z) =272 -8

Tenemos que las posibles raices son de la forma ;, donde s|8 y t]27.
Luego los posibles valores de s son +1, +2, +4, +8; y los posibles
valores de ¢t son +1, +3, +9, =4 27. Después de probar todas las

combinaciones posibles de s y t, el valor s = 2, t = 3 nos da una raiz.

2
Luego dividimos el polinomio f(z) entre  — 3 para obtener

2
270% -8 = <x—3> (272% + 187 + 12)
2
= 3(x—3)(9x2+6x+4)

Las raices de 922 + 6z + 4 son complejas y por lo tanto f(z) tiene
una sola raiz racional.

Veamos ahora un criterio muy simple para decidir si un polinomio
con coeficientes enteros es irreducible.

Teorema 9.4.2 Sea f(x) un polinomio en Z|x]. Si para algin en-
tero m, se tiene que f(x) es irreducible en Z,,|x], entonces f(z) es
irreducible en Z|[z].

Demostracién: Si f(z) = a,2™ + -+ - 4+ a1 + ao entonces la imagen
de f(x) en Z,,[z] es el polinomio

flx)=a,2" + - +axz+ag
donde @; es la imagen de a; bajo la proyeccién

H:Z—>Zm

m

Si f(x) es reducible en Z|x], entonces
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y por lo tanto

luego f(z) es reducible en Z, [x].
[

Ejemplo: Sea f(x) 2° + x — 3. Entonces f(z) es irreducible en Z,
(Verificarlo!), luego f(x) es irreducible en Z .

Teorema 9.4.3 (Criterio de Eisenstein) Sea f(x) = a,a"+---+ajx+
ag un polinomio con coeficientes enteros. Sea p un niumero primo, tal
que

i)pla; 0<i<n
it)p [ an
i) p* [ ag

Entonces f(z) es irreducible en Q[x].

Demostracion: Dividimos la prueba en dos casos

Caso I: si f(x) es primitivo y es reducible en Q[x] entonces por el lema
de Gauss, se tiene

f(x) = hx)q() (9.9)

h(l’) = bsl's + - +b1$+b0,

q(z) = Ciz' + -+ Crz + G
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Comparando los coeficientes de grado 0, en (?7) tenemos que

ag = bo C()

Ahora bien, como plag y p* [ ag, se tiene que p|byCp, pero no puede
dividir a ambos.
Luego, supongamos que plby y p [ Co.

Si p|b; para todos los i, entonces p|a; para todos los 4, y por lo tanto
f(z) no es primitivo.

Supongamos que p|b; para 0 < i < k < sy p [ by, luego se tiene
Qap — bkCO + bk,101 + -+ bock

y por hipétesis p|a. Entonces

pllar — (bp—1Cr + - -+ + boCh)]

lo cual es una contradiccién, pues p [ bpCo.
Por lo tanto f(z) no es reducible en Q[z].

Caso II: Si f(x) no es monico, hacemos

f(x) = dfi(z),

donde f;(x) es primitivo con coeficientes enteros. Luego los coeficientes
de fi(z) satisfacen las hipdtesis i) ii) iii) del teorema, pues p [ a, y
por lo tanto p [} d.

)
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Ejercicios

1) Factorizar completamente en el cuerpo de los niimeros complejos los
polinomios

a) 1 — 323 — 42? — 6z + 4

b) 3 — 922 + 20z — 12

c) x — 8x2 4+ 16

d) 2° + 22* + 2% — 82? — 162 — 8
e) ° — 3% + 223 — 22% + 6z — 4
f) 20 — 42° — 122* — 2% + 4o + 12

2) Si p es un nimero primo y n es un entero n > 2, probar que f(z) =
2™ — p es irreducible sobre los racionales.

3) Sea p un numero primo. Entonces el polinomio ciclotémico de
orden p se define por

flxy=aP 42?24 o+ 1

Demuestre que f(z) es irreducible sobre los racionales.

4) Sea w = €*>™/? la raiz p-ésima de la unidad en los niimeros complejos.
Demuestre que el polinomio f(x) del problema anterior se factoriza

en {[z]

fl@) = (z —w)(z —w?) - (z —w'™)
5) Si a y b son dos nimeros enteros, demostrar que

@+ = (a+b)(a+bw)(a+bw) - (a+bu™)

donde w = e2mi/p

6) Sean a y c enteros positivos, con a > 0 y ¢ > 0. Probar que el
polinomio f(x) = #® + az® + ¢ no tiene raices reales en el intervalo

[—a, +00].
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7) Demuestre que Z,,[x] es un anillo finito para todo m > 1.
8) Factorizar en Z;[z] los polinomios

a) 2+ 3z — 1

b) 3 +3

c) xt + a3 + 2x

d) 2 — 6z + 3

9) Sea p un numero primo. Hallar la factorizacién del polinomio z? — z
en Z,[x].

10) Usando el ejercicio 9, probar la congruencia
(p—1)!'=—-1mod p

11) Hallar todas las raices de f(x) = x* — z en Zj.

12) Determine los valores de s para los cuales f(z) = o' + x + s es
irreducible en Z;.

13) Sea f(x) = apz"+- - -+a1x+ay un polinomio en €z]. El polinomio

conjugado de f(z), se define por

f(z) =ap,a" + -+ a1z + ay,
donde @i es el conjugado del niimero complejo a;. Probar que r € C'es
raiz de f(x) siy sélo si 7 es raiz de f(x).

14) Sea f(z) = a,2™ + - - -+ ayx + ap un polinomio en R[z]. Demostrar
que si f(x) tiene una raiz r € €, entonces T también es raiz de f(z).

15) Halle un ejemplo de un anillo A, tal que el polinomio f(z) = 2% +a
posea infinitas raices.

9.5 Polinomios en Varias Variables

En el estudio de las curvas y superficies en el plano y el espacio, nos
encontramos frecuentemente con ecuaciones con mas de una variable.
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Por ejemplo la circunferencia de radio 1 con centro en el origen se
expresa analiticamente mediante la ecuacion:

4y —1=0 (9.10)

Es posible entonces, usar mas de una variable para los polinomios
y definir el polinomio en dos variables:

Fz,y) =a2" +y* —1

Entonces la ecuacién (?77?) se expresa

F(z,y)=0 (9.11)

En esta seccion se dara una definicion formal del anillo de poli-
nomios en varias variables, asi como alguna de sus propiedades mas
importantes.

Si A es un anillo, entonces A[z], es otro anillo y tiene significado la
siguiente definicion

Definicién 9.5.1 Sea A un anillo y x1, o indeterminadas. Entonces
el anillo de polinomios en z1,xq, denotado por Alxy,xs] es igual al
anillo (Alxq])[xa].

Entonces un polinomio f(z1,xs) en Alz, z5] es una expresion de la
forma

flar, ma) = fulw)ah + fooa(z)ay ™ + -+ filz)xs + fola)

donde f; € Alxy].

Luego f(z1,x2) se expresa como una combinacién de las incognitas
r1 Yy 2o de la forma

1=

[o@) [o@) . .
flar,x9) =) Y agwiry
j=01i=0

donde a;; = 0 para casi todos los 1, j.
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Ejemplo: Sea A = Z y f(x1,x2) el polinomio en Z[x1,xs|, definido
por

f(zy,x0) = x% + 3x129 + x%

Entonces a, = 1, a1 = 1, ain = 3 y a;; = 0 para los restantes
subindices.
Podemos definir el anillo de polinomios de n variables x1,...,z,

sobre A, en forma recursiva haciendo
Alxy, ...,z = Alxe, ..o 2] [20]
Entonces Alzy, ..., xz,| satisface todas las propiedades de anillo.
Definicién 9.5.2 Un elemento del anillo Alzy, ..., x,] de la forma

— 01 .02 Qn .
u=uz"zy? -y, oy >0

se llama un monomio

Podemos considerar la n-upla a = (o, ..., ay,) en
T=Sx--x85=5"
donde S = INU {0}. Luego usamos la notacién para el monomio n,
u=X“

donde X = (xy, -, x,)

Consideremos aquellas funciones
0T — A

tales que ¢(«) = 0 para todo «, excepto para un ndmero finito. Con
estas herramientas a la mano, se tiene la siguiente
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Definicién 9.5.3 Sea A un anillo, un polinomio f en Alxy,- -, x,] es
una combinacion lineal de monomios

F(X)=> o(a)X* (9.12)

aeT

Ejemplo: El polinomio en Z [z1, x5, x3], dado por

3 2
f(x1, x9, x3) = 227 + 7125 + T129 — 612X 3.

Entonces f(x1, 2, 23) se expresa en la forma (??) tomando la funcién
¢ : S — Z de la forma siguiente

¢(3,0,0) =
$(1,2,0) = 1
$(1,1,0) =1
¢(1,1,1) = —6
¢(a) =0,

para « diferente de (3,0,0), (1,2,0), (1,1,0) y (1,1,1)

Teorema 9.5.1 Si A es un Dominio de Integridad, entonces el anillo
de polinomios en n variables Alxy,- - -, x,] es un Dominio de Integridad.

Demostracién: Hemos probado en la proposicién 7?7 que Alx;] es un
Dominio de Integridad, entonces se demuestra que A[z;|[z3] es también
Dominio de Integridad y podemos entonces continuar en forma recur-

siva, para concluir que A[zq,- -, z,] es un Dominio de Integridad.
Definicién 9.5.4 Si A es un Dominio de Integridad, entonces el cuer-

po de fracciones de Alzy,- - -, x,], se llama cuerpo de funciones racionales
en Ty, -+, Tp.

Los elementos de este cuerpo son funciones en las n variables
T, ,T,, del tipo
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):p(xl,...,xn)

Tiy... Tp
fla q(zy,...,xy,)

donde p y ¢ son polinomios en Alzy, ..., x,].

El objetivo méas importante de esta seccidén sera probar que si A
es un Dominio de Factorizacion Unica entonces el anillo de polinomios
Alxy,...,x,] es un Dominio de Factorizacién Unica.

Si A es un Dominio de Factorizacion Unica y f(z) = a,a™ + - - +
a1+ ag es un polinomio en Alz], entonces su contenido, denotado por
C(f), es el maximo comun divisor de los coeficientes a,, a, 1, ..., ao.
Si C(f) = 1, entonces diremos que el polinomio f(z) es primitivo.

Proposicién 9.5.1 Sea A un Dominio de Factorizacion Unica y
f(z) € Alx] un polinomio no constante. Entonces existe un unico ele-
mento ¢ en A, salvo unidades, tales que

f(z) = c.h(z)
con h(x) primitivo.
El elemento ¢ es el contenido de f(z).

Demostracién: Sea f(z) = a,2™ + - + ez + ap. Como A es un
Dominio de Factorizacion tunica, cada elemento a; se expresa de manera
unica como un producto de irreducibles, salvo asociados.

Luego C(f) = (an,an_1,...,a1,a0) es un elemento de A. Como
C(f) divide a a;, para todo i, 0 < 7 < n, se tiene

para algunos elementos b; € A.

Ademés se tiene que (by,, b1, - .., b1, by) = u, donde u es una unidad,
pues si hay algin factor comun de b,, ..., by, digamos d, se tiene que
d.C(f) es un divisor comun de los a;, y por lo tanto d.C(f) divide a

c(f)
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Luego

C(f) =d.C(f)t

para algin t € A, lo cual implica que d es una unidad. Esta unidad u,
se puede factorizar y entonces definimos el polinomio

h(x) = b 2"+ b, 2"t 4 Vb

donde bju = b;, para 0 < i < n.

Entonces h(z) es un polinomio primitivo y se tiene

f(x) = C(f)u-h(x)

Si ¢ es otro elemento de A, y h'(x) es un polinomio primitivo, tal
que

f(x) =N (x)

Haremos entonces

C(f).uh(zx) =N (x) (9.13)
Tomando el contenido en ambos lados, se concluye que
C(flu=<¢

Luego C(f) es unico salvo unidades. Como A[z] es un Dominio de
Integridad, podemos cancelar ¢’ en ambos lados de (??) para obtener

h(x) = h'(x)
[

A continuaciéon daremos sin demostraciéon un resultado previo al
Lema de Gauss para polinomios en Alz], el cual fue estudiado en la
seccion anterior. La demostracion es exactamente igual a la demostra-
cién dada para polinomios en Z [z]
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Proposicién 9.5.2 Si A es un Dominio de Factorizacion Unica, en-
tonces el producto de dos polinomios primitivos es primitivo.

Este resultado se generaliza facilmente a n polinomios.

Corolario 9.5.1 Sea A un Dominio de Factorizacion Unica. Si los
polinomios py(x),p2(x),...,ps(x) son primitivos en Alzx], entonces el
producto pi(x)pe(z) ... ps(x) es también primitivo en Alx].

Corolario 9.5.2 Sea A un Dominio de Factorizacion Unica y K su
cuerpo de fracciones. Entonces n f(x) es un polinomio irreducible y
primitivo en Alx], se tiene que f(x) es irreducible en K|z]

Demostracién: Sisuponemos que f(z) es reducible en K|x] se tendra

f(@) = p1(z)p2(2)
con py(z), po(z) en Kz|. Podemos sacar factor comin de los denomi-

nadores en p;(z) y p2(x), para obtener

c

d

/

f(x) = =p(x)ph(z)

donde ¢y d estén en Ay p(z), ph(x) son polinomios primitivos en A[z].
Luego el producto p)(x).ph(x) es primitivo y por la proposicién (77),
se concluye que

c=d.u,
donde u es una unidad en A. Luego tendremos
f () = upy(x)pa(x)
lo cual es una contradiccién, pues f(z) es irreducible en A|x]

)

Teorema 9.5.2 Si A es un Dominio de Factorizacion Unica, entonces
Alz] es un Dominio de Factorizacion Unica.
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Demostracién: Sea f(x) un polinomio en Alz] no constante, si f(z)
es irreducible estara listo. Si f(z) es reducible, existen polinomios f;(z)

y fa(x), con g(fi(z)) < g(f(x)) y g(fo(2)) < g(f(z)), tales que
f(z) = fi() fa(x)

Si aplicamos induccién sobre el grado de f(x), se deduce entonces
que los polinomios fi(x) y fo(z) se expresa como un producto de irre-
ducibles. Luego f(x) es un producto de polinomios irreducibles en A[z].

Unicidad: Supongamos que f(z) tenga dos descomposiciones como
producto de polinomios irreducibles en A[x]

pi() - pl(x) = qu(2) - - () (9.14)

Para cada i,j hacemos pi(r) = dipi(v), ¢ = cjq;(z) donde d;, ¢
estan en A y los polinomios p;(x) y ¢;(z) son primitivos. Luego ten-
dremos

dy---dspi(x) - ps(x) = c1---cqu () - qe(x) (9.15)

Como cada p;(x) es primitivo, entonces el producto de todos ellos
es primitivo. De igual manera se concluye que el producto de todos los
¢;(z) es primitivo. Luego, por la proposicién (??), se concluye que

udl...dszcl...ct’

donde w es una unidad en A.

Luego podemos hacer cancelacién en (??) para obtener

pi(w) - ps() = uqi(z) - - - qe(x) (9.16)

Ahora bien, si K es el cuerpo de fracciones de A, los polinomios
pi(z), ¢j(x) estdn en K[z], y ademas son irreducibles y primitivos, luego
son irreducibles en K|x].
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Entonces aplicando el teorema de la factorizacién unica para poli-
nomios en K[z, concluimos s =ty

pi(x) = ¢igj(x) 1<i<n

para algin [; € K.
Usando el hecho de que p; y ¢; son polinomios primitivos en A|z],
se concluye
pi(x) = Uz‘%’(@, 1<:<1

donde w; es una unidad en A.

)

Corolario 9.5.3 Si A es un Dominio de Factorizacion Unica, entonces
Alxy, ..., x| es un Dominio de Factorizacion Unica.

Ejemplo: Sea IR el anillo Z[z,y]. Como Z es un Dominio de Factor-
izacion Unica, se tiene que IR lo es también. Sin embargo este anillo
no es un dominio de ideales principales, pues el ideal I = (z,y) no es
principal.

Ejercicios

1) Probar que Alz,y] = Aly, z]

2) Demuestre que f(z) = z* + y? — 1 es irreducible sobre el cuerpo de
los racionales. ;Sera reducible sobre los complejos?

3) Sean f(x,y) = 32%y° + 6y*r — 12xy, y g(x,y) = 322y — xy® + 222y,
polinomios en Z[x,y]. Expresar estos polinomios en la forma de la
definicién (?7?)

f(X) =2 ¢a)X*

acT

Usando esta forma, ejecute las operaciones
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a) f(x,y)g(z,y)
b) g(z,y)f(z,y)

4) Hallar una férmula para el producto y la suma de dos polinomios de
n variables.

5) Demuestre que el producto de polinomios es conmutativo.
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Capitulo

10

Cuerpos

10.1 Introduccion

La estructura de cuerpo es una de las méas completas dentro del
algebra. Por tener buenas propiedades de divisibilidad y factorizacién,
los cuerpos son conjuntos adecuados para plantear y resolver ecua-
ciones.

En este capitulo se estudian las extensiones algebraicas de cuerpos
y algunas de sus propiedades.

Existe una estrecha conexion entre la teoria de cuerpos y la teoria de
los polinomios, como se vera en este capitulo. Ambas teorias tienen su
origen comun en uno de los problemas mas antiguos de la matematica,
como lo es la resoluciéon de ecuaciones algebraicas de grado > 1 y el
problema de las construcciones geométricas.

Desde la época de los babilonios, los matematicos se plantean re-
solver ecuaciones cuadraticas, para lo cual comenzaron a utilizar raices
cuadradas. Los griegos resuelven algunos de estos problemas usando
métodos geométricos. Uno de sus mayores logros fue demostrar que la
ecuacion

2 —2=0
esa irresoluble en el cuerpo de los nimeros racionales, pues v/2 no se
puede expresar como una fraccion.

Ademas de este, los griegos plantearon otros problemas irresolubles,
como la cuadratura del circulo, la triseccion del angulo y la duplicacién
del cubo, los cuales no se podran resolver por fracciones, pero cuya
demostracion formal hubo de esperar varios siglos.

Durante la edad media y el renacimiento el dlgebra se ocupa casi
exclusivamente de la resolucién de ecuaciones de 3" grado y 4% grado,

251
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usando raices. Vale destacar a Escipion del Ferro quien a comienzos
del siglo XV'I obtiene una solucion por medio de radicales para la
ecuacién cubica

2 +ar=0>

También los matematicos italianos del renacimiento Tartaglia, Car-
dano y Ludovico Ferrari, obtienen avances importantes al descubrir
nuevas soluciones de estas ecuaciones mediante métodos ingeniosos de
manipulacién de raices y cambios de variables.

El estudio general de las ecuaciones algebraicas de grado n, fue
iniciado por Lagrange y Vandermonde en 1770. El método de Lagrange
consiste en ir reduciendo de grado las ecuaciones, utilizando para ello
el concepto de la resolvente de un polinomio.

Mas tarde Carl F. Gauss en sus “disquisitiones arithmethicae” estu-
dia el problema general de hallar las soluciones de una ecuacién del tipo
2™ —1 = 0. Uno de los grandes logros de Gauss, es resolver el problema
de la construccién geométrica con regla y compas de un poligono de n
lados, lo cual se fundamenta en su estudio de esta ecuacién.

El inicio de la teoria general de cuerpos se halla en la obra de los
matematicos, Ruffini, Abel y Galois, quienes demostraron que toda
ecuaciéon algebraica de grado mayor o igual que cinco no puede resol-
verse usando radicales.

Con Galois se inicia el estudio de las extensiones de cuerpos por ad-
juncién de raices. En sus trabajos se establece una conexién maravillosa
entre las raices de una ecuacién polinémica, las extensiones de cuerpos
que contienen estas raices y el grupo de automorfismo de estos cuerpos.
Esta teoria culmina en forma brillante uno de los capitulos mas impor-
tantes de la matematica y que fue el objeto del algebra durante varios
siglos: la busqueda de soluciones de una ecuacion algebraica mediante
radicales.

10.2 Cuerpos

Definicién 10.2.1 Un cuerpo es un conjunto IR, diferente del vacio,
con dos operaciones llamadas suma y producto, denotadas por + y -
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tales que verifican

1) Para todo a,b en IR, se tiene:
a+belR y a-belR

2) Para todos a,b,c en IR

a+(b+c) = (a+b)+c
a-(b-c) = (a-b)-c

3) Para todo a,b en IR se tiene
a+b=b+a y a-b=b-a

4) Existen elementos 0 y 1 en IR llamados cero y uno, tales que para
todo a en IR

a+0 = 0+4+a=a,
a-1 = l-a=a

5) Para todo a en IR, existe un elemento —a llamado el opuesto de
a tal que

a+(—a)=(-a)+a=0

6) Si a es diferente de cero, existe un elemento a=' en IR llamado
el inverso de a, tal que

7) Para todos a,b,c en IR

a-(b+c) = a-b+a-c
(a+b)-c = a-c+b-c

Observacion: De acuerdo a la definicién anterior, se tiene que IR es
un cuerpo si y sélo si, IR es un anillo conmutativo con unidad, en donde
todo elemento distinto de cero es una unidad.
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Ejemplo 1: El conjunto de los nimeros reales IR bajo la suma y el
producto.

Ejemplo 2: Si p es un numero primo, Z, el conjunto de los enteros
modulo p es un cuerpo con la suma y el producto médulo p.

Ejemplo 3: Sea K un cuerpo. Entonces K(z), el conjunto de fun-
ciones racionales sobre K, cuyos elementos son funciones del tipo

_ plx)
flw) = q(x)

donde p(z) y ¢(z) son polinomios sobre K y ¢(z) # 0, es un cuerpo.

Definicién 10.2.2 Un espacio vectorial sobre un cuerpo K, es un
conjunto no vacio V cuyos elementos llamaremos vectores (para difer-
enciarlos de los elementos de K que se llaman escalares) y un par de
operaciones suma de vectores y producto por un escalar, denotadas por
+ y - y que satisfacen

1)V es un grupo abeliano bajo la suma de vectores.

2) Para un vector v y a € K, se tiene
a-veV
3) Para vi,vy enV y o, € K se tiene

(@+pB)-v1 = a-v+8-v

avy +v3) = a- v+ a-vy

4) Parav eV ya,f € K se tiene

para todo v € V
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Observacién: Si V es un espacio vectorial sobre K, diremos que V' es
un K -espacio.

Observacion: El vector cero de (V, +) sera denotado por 0.
Ejemplo 1: Todo cuerpo K es un espacio vectorial sobre si mismo.
Ejemplo 2: Sea V = IR x IR con la suma de vectores definida por
(v1,u1) + (vo,uz) = (v1 + Vo, uy + uz)
y el producto por un escalar A € IR
Av,u) = (Av, \u)

Entonces es facil verificar que V' con estas operaciones es un espacio
vectorial sobre IR.

Definicién 10.2.3 Sean {vy,...,v,} un conjunto de vectores en un
espacio vectorial V' sobre K. Un elemento v € V', se dice que es com-
binacién lineal de {v,...,v,} si existen escalares Ay, ..., \,, tales
que

V=AU + -+ AU,

Definicién 10.2.4 Sea V' un espacio vectorial y V' un subconjunto de
V', de tal forma que V' es un espacio vectorial sobre K, con las mis-
mas operaciones definidas en V. Entonces V' se dice un subespacio
vectorial de V.

La siguiente proposicién es un hecho bien conocido del algebra lineal.

Proposicién 10.2.1 Sea {vy,...,v,} un conjunto de vectores de V.
Entonces el conjunto de todas las combinaciones lineales de {v1, ... ,v,}
genera un subespacio vectorial de V.

Observacién: El subespacio generado por {vy,...,v,} se denota por
(v1,...,v,) = W. Los elementos vy, ..., v, se llaman los generadores

de W.

Observacién: Si V' = (vy,...,v,), para algin conjunto de vectores
{v1,...,v,} en V entonces se dice que V es finitamente generado.
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Definicién 10.2.5 Sea V' un espacio vectorial. Un conjunto de vec-
tores {vy,...,v,} se dicen linealmente dependientes, si existen es-
calares A1, ..., \, no todos nulos, tales que

)\1?]1+"'+>\n1)n20

Caso contrario, diremos que el conjunto {vy,...,v,} eslinealmen-
te independientes.

Definicién 10.2.6 Sea V' un espacio vectorial. Un conjunto de vec-

tores {vy,...,v,} se llama base del espacio V', si satisface
’L) V= <U1,...,'Un>
i1) Los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes.

La siguiente proposicion del dlgebra lineal es bien conocida.

Proposicion 10.2.2 Sea V' un espacio vectorial y

B ={vy,...,u,} C={ur,...,um}

dos bases de V. Entonces m = n.

Observacién: De acuerdo a la proposicion anterior podemos asignar
a cada espacio vectorial un entero no negativo n, el cual llamamos la
dimensién del espacio y que es igual al niimero de vectores de una
base cualquiera de V. Por supuesto, nuestra definicion de dimension,
no dependera de la base elegida.

Usaremos la notacién dim(V') para indicar la dimension de V.

Definicién 10.2.7 Sean V y V' dos espacios vectoriales sobre K. Una
aplicacion ¢ : V. — V' se llama homomorfismo entre espacios
vectoriales, si satisface

i) Para vy,vy en 'V

¢(v1 + v2) = P(v1) + ¢(v2)
ii) ParaveV yle K

P(Av) = Ag(v)
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Un homomorfismo entre espacios vectoriales, también se llama ho-
momorfismo lineal o aplicacion lineal.

Definicién 10.2.8 Dos espacios vectoriales V' y V' se dicen isomor-
fos y lo denotamos por V =~ V', si existen un homomorfismo ¢ : V —
V' el cual es biyectivo.

Definicién 10.2.9 SeanV y V' espacios vectorialesy ¢ : 'V — V' un
homomorfismo. El conjunto de los elementos v de 'V tales que ¢(v) = 0,
se denomina el Kernel o nicleo de ¢ y lo denotamos por ker ¢.

Observacion: Es facil verificar que ker ¢ es un subespacio vectorial de
V. Ademds ¢ es 1 : 1 siy sélo si ker ¢ = {0}. Para hallar la dimensién
del Kernel, usamos el siguiente teorema del dlgebra lineal el cual es bien
conocido.

Teorema 10.2.1 Sea ¢ : V. — V' un homomorfismo de espacios
vectoriales. Entonces

dim(ker @) = dimV — dimV’

Ejercicios

1) Probar que el anillo € de los nimeros complejos es un cuerpo.

2) Probar que todo cuerpo K es un espacio vectorial sobre K. ;Cuél
es la dimension de este espacio?

3)Sea V =IR"= IR x --- x IR el conjunto de las n-uplas (z1,...,z,),
con r; € IR. Definimos una suma en V', mediante

(1, Tn) + (Yay e Un) = (X1 4+ Y1y T+ Yn)

y el producto por un escalar A € IR:

Mz, .oyxn) = Az, .o, Axy,)
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Probar que V' con estas dos operaciones es un espacio vectorial sobre
IR. Halle una base para este espacio y determine su dimensién. El
espacio V' se denomina espacio n-dimensional sobre IR.

4) Sea n = 3 como en el ejercicio anterior. Determine cuéles de los
siguientes conjuntos de vectores son linealmente independientes.

a) (1,1,1), (1,1,0), (0,1,0)

b) (1,2,3), (1,0,1), (0,0,2)

c) (1,1,1) (1,1,2), (1,0,1)

d) (1,2,1), (0% 1), (1,0,0)
K

5) Determine el Kernel del homomorfismo

¢: R? — IR
(x,y,2) — x4+y+z

6) Sea K un cuerpo. Probar que Klz| es un K-espacio vectorial de
dimensién infinita.

7) Si Vi y V4 son dos subespacios de V', entonces la suma de V' 'y V' se
define por

‘/1+‘/1,:{’U1+UQ|’U1€V, /UQEV,}

Probar que Vi 4+ V5 es un subespacio de V.

8) Demostrar que

dim(Vy + Vo) = dimVy + dimVy — dim/(Vy N V)

9) Sea W el subconjunto de IR3, formado por los vectores (z,y, z), tales
que

3r—2y—2=0

Probar que W es un subespacio de IR? de dimensién 2.

10) Demuestre que a cada aplicacién lineal ¢ : IR? — IR? se le puede
asociar una matriz A, de orden 2 x 2 sobre IR.
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11) Demuestre que la aplicacién ¢ del ejercicio de arriba es inyectiva,
si y sélo si la matriz Ay es invertible.

12) Demuestre que el conjunto de aplicaciones lineales inyectivas de IR?
en IR? es un grupo, el cual es isomorfo al grupo lineal Ly(IR) estudiado
en el capitulo 1.

10.3 Extensiones de Cuerpos

Cuando estudiabamos las raices de un polinomio f(x) sobre un cuer-
po K[z], vimos que algunas de ellas estaban sobre otro cuerpo F', el cual
contiene a K como subcuerpo. Esto sugiere entonces la necesidad de
construir extensiones de cuerpos, como una técnica para poder resolver
ciertas ecuaciones polinémicas.

El caso tipico de una extensiéon del cuerpo Q, consiste en un cuerpo
de la forma Q(«), donde « es raiz de un polinomio p(x) irreducible en
Qlz]. Dichas extensiones son cuerpos que estan dentro del cuerpo de
los niimeros complejos, y contienen a @ como subcuerpos. La forma de
construirlos, depende del polinomio p(x) y de la raiz a, y la extensién
Q(«) serd un espacio vectorial sobre Q.

Definicién 10.3.1 Un cuerpo F se dice una extension de un cuerpo
K, si K CF yademds K es un subcuerpo de F'.

Si F' es una extension finita de K, entonces se puede probar
facilmente que F' es un espacio vectorial sobre K. Esto da origen a la
siguiente

Definicién 10.3.2 Sea F' una extension de K. La dimension de F
como espacio vectorial sobre K, se denomina grado de la extensién
de F sobre K, y se denota por [F : K].

Si el grado de la extensién F' sobre K es finito, diremos que F
es una extension finita de K. Caso contrario diremos que F' es una
extension trascendente de K.

Ejemplo 1: El cuerpo €' de los niimeros complejos es una extension
finita del cuerpo IR de los niimeros reales.
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Ejemplo 2: El cuerpo IR de los niimeros reales es una extension
trascendente de Q.

Definicién 10.3.3 Sea K un cuerpo y o un elemento en una extension
de K. FEntonces el cuerpo engendrado por « sobre K, denotado
por K(a), es igual a la interseccion de todas las extensiones de K que
contienen a .

Observacién: Es claro que la definicion de arriba tiene sentido, pues
sl a estd en una extension F, se tiene que K («a) C F.

Por otro lado, es facil probar que la interseccién de cualquier niimero
de cuerpos es un cuerpo.

Si K es un cuerpo, F' una extensién de K'y a € F, sea K[a] el
subanillo de F' formado por todas las expresiones polinomiales en K.

fla) =apa" + -+ a1 +ag (10.1)
donde a; € K.

Entonces K|[a] es un Dominio de Integridad que contiene a K y al
elemento a.

El cuerpo de cociente de este Dominio de Integridad, formado por
los cocientes de las expresiones del tipo (?7), lo denotamos por U,

Es claro entonces que U, es una extension de K que contiene a «,
y por lo tanto estd contenido en K («). Por otro lado, si L es una
extensiéon de K que contiene a «, entonces debe contener todas las
expresiones del tipo a,a™ + -+ + aja + ag. Como L es un cuerpo, se
tiene que L contiene todos los cocientes de dichas expresiones y por lo
tanto L contiene a U,. Luego U, y K(«) son la misma cosa. Hemos
demostrado entonces

Proposicién 10.3.1 Sea K un cuerpo y o un elemento en una ex-
tension de K. Entonces K(«) consiste en todas las formas racionales

He)

g(e)
donde f(a), g(a) estin en K|a] y g(a) # 0
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Definicién 10.3.4 Sea F' una extension de K. Un elemento a € F' se
dice algebraico sobre K si « satisface una ecuacion polinomial

fla)=aa"+---+aja+ag=0

con a; € K.

Observacién: Si a es algebraico sobre K, entonces o puede ser raiz
de muchos polinomios con coeficientes en K, y entonces el polinomio f
en la definiciéon anterior no es unico.

Sin embargo hay un polinomio especial, entre los polinomios que
anulan a «, que merece particular antencién.

Definicién 10.3.5 Sea o algebraico sobre K. Entonces el polinomo
minimal de «, es el polinomio monico, de grado minimo que anula a
.

Observacién: Si f(z) es el polinomio minimal de «, entonces f(z) es
irreducible sobre Q. Si f(x) es reducible entonces f(z) = p(z)q(z), v
entonces ambos polinomios p(x) y ¢(z) son ménicos. Ademads alguno
de ellos anula a a y esto contradice la minimalidad de f(x).

Ejemplo: Sea a = 1+ /2, el cual es algebraico sobre Q. El polinomio
minimal de « viene dado por:

f(z) =2 -2z -1
Definicién 10.3.6 Sea « algebraico sobre K. Entonces diremos que «

es algebraico de grado n, si el grado del polinomio minimal de o es
n.

Teorema 10.3.1 Sea « algebraico sobre K de grado n. Entonces el
grado de K(«a) sobre K es n.
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Demostracién: Sea f(z) = 2" +a,_ 12" '+ -+ a1z +aqp el polinomio
minimal de «, el cual es irreducible, y consideremos el Dominio de
Integridad K[a], formado por todas las expresiones del tipo:

bmam+"‘+b1a+bo
donde b; € K.
Notemos que « satisface el polinomio f(z) y por lo tanto
Q" = —(ap_10" - Faa+ag

Esta tltima expresion, nos permite reducir toda potencia de a de
grado n o superior, a una combinacion lineal de los elemen-
tos a™1,...,a,1. Luego

K[Oé]:{bnflanil—i-"'—FblCY—i-bo'l ‘ blEK}

Afirmamos ademés que K[a] es un cuerpo, para lo cual probaremos
que todos los inversos de los elementos de Ko estdn en K|a].

En efecto, sea t = b, 10" ! + -+ + bja + by un elemento en K|a]
distinto de cero. Entonces el polinomio g(z) = b, 12"+ - +bix + by
es primo relativo con f(x), pues f(z) es irreducible y f(x) no divide a
g(x). Luego existen polinomios ¢(z) y s(z) en Q[z], tales que

f(x)q(z) + g(z)s(z) = 1

Sustituyendo esta expresion en el valor de z = «, tenemos

fla)q(e) + g(a)s(a) =1

Teniendo en cuenta que f(a) = 0, se deduce

O Sea
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lo cual implica que ™! = s(a) € K|al.

Por lo tanto, hemos probado que k[a] es un cuerpo y su cuerpo de
cocientes es igual a si mismo. Por lo tanto K(«) = K|a].

Para finalizar mostraremos que los elementos 1,c,...,a" ! es una

base de K(«) sobre K. Para probar esto, s6lo nos falta verificar que
estos elementos son linealmente independientes.

Supongamos que
Cn_lOén_1+"‘+Cl()é+Co'1:0

para algunos elementos C; € K.

Luego el polinomio f'(z) = C,_12" ' + -+ + Ciz + Cj es de grado
menor que el grado de f(z) y ademés anula a «. Esto contradice la
minimalidad de f(z) y por lo tanto C,,_1 = C,_o = --- = C; = Cy = 0.

Los elementos {1,q,...,a" '} forman una base de K(a) sobre K
y por lo tanto

[K(a): K]=n
Con esto se da fin a la prueba.

)

Teorema 10.3.2 Sea K un cuerpo y K(«) una extension finita de
grado n. Entonces a es algebraico de grado n sobre K.

Demostracién: Consideremos los elementos 1, , a?,...,a" en F(a).
Puesto que la dimensién del espacio K («) sobre K es n, estos (n + 1)
elementos son linealmente independientes. Luego existen elementos
ag, a, - ..,a, en K, no todos nulos, tales que

a,a” + -+ aatay-1=0

Luego « es algebraico sobre K. El grado del polinomio minimal de
« es menor o igual a n. Si suponemos que el grado de este polinomio es
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m < n, entonces por el teorema anterior se deduce [K () : K] = m < n,
lo cual es una contradiccion. Luego « es algebraico de grado n.

)

Nuestro préximo paso sera probar que el conjunto de los elementos
algebraicos sobre un cuerpo K, es un cuerpo. Antes necesitamos el
siguiente resultado.

Proposicién 10.3.2 Sea K un cuerpo y F una extension finita de K.
Sea L una extension finita de F. Entonces L es una extension finita
de K y ademds: [L: K| =[L: F][F : K]|.

Demostracién: Sea [F': K| =ny [L: F] = m. Sean {z1,...,2,}
una base de F' sobre K,y {y1,...,yn} una base de L sobre F.

Probaremos que {z;y;} 1 <i <n, 1 < j < m, es una base de L
sobre K.

Sea [ € L. Entonces existen elementos [y,...,l,, en F, tal que

Como los [; estdan en F', para cada [; existen elementos k;; € K,
tales que

li = kipnx1 + -+ + kipwn, paratodo 1<i<m (10.3)

Sustituyendo estos valores de [; en la expresién (?7) obtenemos

l= kllxlyl + -+ kmlxlym + -+ klnxnyl +-+ kmnxmyn

Luego los elementos {z;y;} son un conjunto de generadores de L
sobre K.

Supongamos que para algunos elementos a;; en K, 1 < 7 < n,
1 <7 <m, no todos nulos, se tiene

(anz1ys + -+ + A1 T1Ym) + - F (@1 Toys + - F G TnYm) = 0

Luego reagrupamos estos elementos para obtener
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(@111 + anxa + -+ + @p1xn)ts + - - + (Q1®1 + -+ -+ G @n)Ym =0

Como z; € F paratodo 1 <i<nya;c K CF,se tiene que los
elementos

Cj = ajjwy + -+ + ApjTn, I<j<m

estan todos en F, pues F' es un cuerpo.

Luego se tendra la combinacion lineal

Ciyr+ -+ Cnym =0

Como los yq,...,y, son linealmente independientes sobre F'; se
deben anular todos los C;. Por lo tanto

Cr,=0, paratodo 1<k<m
0 sea
a1jry + -+ -+ anjr, = 0, I<j<m

Noétese que los a;; estdn en K y los elementos x4, ..., x, son lineal-
mente independientes sobre K. Luego se deduce de esto que a;; = 0
paratodo 1 <i<n,1<j5<m.

En conclusién hemos probado que el conjunto {z;y;} constituye una
base de L sobre K, la cual tiene m.n elementos. Luego [L : K] = m.n.
Con esto queda probado la proposicion.

[ )

Teorema 10.3.3 Sea K un cuerpo, y F una extension de K. En-
tonces el conjunto de elementos de F' que son algebraicos sobre K es
un subcuerpo de F'.
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Demostracién: Sea A el conjunto de los elementos de F' que son
algebraicos sobre K. Para probar que A es un cuerpo basta tomar un
par de elementos cualquiera a y b en A, y demostrar

i)atbestien A
ii) ab estd en A
ii) a/bestd en A, sib#0

SeaT'= K(a) y L =T(b). Entonces a € L'y b € L. Por ser L un
cuerpo se tiene que a+b e L,abe Ly a/be L,sib#0.

Luego [K(a+0b): K| <[L: K|]=[L:T][T: K]

Ahora bien, como b es algebraico sobre K, de grado n, digamos,
entonces b es algebraico sobre K (a), de grado < n. Luego

[L:T]=[T(b): K(a)] <n

Sabemos también que a es algebraico sobre K, de grado m digamos.
Luego

Por lo tanto
[K(a+0b): K] <m.n

Luego K (a + b) es una extensién finita de K, y por el teorema ?7?,
se tiene que a + b es algebraico sobre K. De igual forma se prueba que
los elementos a — b, ab y a/b son algebraicos sobre K.

)

Definicién 10.3.7 Una extension F' de K se dice extension alge-
braica, si todos los elementos de F' son algebraicos sobre K.

Definicién 10.3.8 Un nimero complejo ¢ se dice nimero algebraico,
si ¢ es algebraico sobre Q. Caso contrario diremos que ¢ es un nimero
trascendente.
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El teorema 77 establece entonces, en el caso k = Q, que el conjunto
de los nimeros algebraicos es un cuerpo. Este cuerpo esta contenido
en (€, pero es diferente de T, pues existen nimeros reales que no son
algebraicos como por ejemplo 7 y e.

Si a es un elemento algebraico sobre €, entonces « es raiz de algiin
polinomio con coeficientes complejos, y por el Teorema Fundamental
del Algebra, se tiene que a € €. Luego el cuerpo de los elementos
algebraicos sobre (' es precisamente (.

Definicién 10.3.9 Un cuerpo F' se dice algebraicamente cerrado
si todo elemento algebraico sobre F', estd en F.

Podemos establecer entonces el siguiente resultado.

Teorema 10.3.4 El cuerpo de los niumeros complejos es algebraica-
mente cerrado.

Ejercicios

1) Sea r un ntmero racional, y supongamos que /r € Q. Probar que

Q(Vr)={a+bJ/r | a,be Q}

es una extensién algebraica de Q, de grado 2.
Q(+/r) se llama cuerpo cuadratico generado por /7.

2) Probar que todo cuerpo cuadrético es de la forma Q(v/d), donde d
es un entero libre de cuadrados.

3) Si s = a+bvd € Q(v/d), entonces la traza y la norma del elemento
x, se definen por

Tr(s) = s+35=2a
N(s) = s3=a*—db

Probar que para cualquier par de elementos s y t en Q(\/a) se tiene
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1) Tr(s+t)=Tr(s)+Tr(t)
i) N(s.t) = N(s)N(t)

4) Un elemento s en Q(v/d) se denomina entero algebraico, si satis-
face un polinomio ménico con coeficientes en Q.

Demuestre que s es un entero algebraico, si y sélo si Tr(s) y N(s)
son enteros.

5) Demuestre que el conjunto de los enteros algebraicos de Q(v/d) es
un anillo.



[10]

[11]
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